
 

 

 

 
  

 

2020/2021 

 

 

العل والبحث العا التعليم  وزارة

عاشور ان ز لفة–جامعة  –ا

سي ال وعلوم ة التجار والعلوم قتصادية العلوم  لية

قتصادية العلوم  قسم

العمليات   01بحوث

السنة لطلبة ة   الثالثةموج

قتصاديةشعبة   العلوم

ك: التخصص  اقتصادي

  :عداد            

ن:الدكتور  ياس   بوعبد

محاضر   – أ–أستاذ

ال سيلية ال وعلوم ة التجار والعلوم قتصادية   علوم

لفة ا زائر– جامعة    -ا

 

 





  جامعة زيان عاشور بالجلفة

  كلية العلوم الاقتصادية والعلوم التجارية وعلوم التسيير

  

  

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ـــــــــ

مقياس   : محاضرات

العمليات   01بحوث

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

لط بيداغوجية السنةلمطبوعة سالثالثةبة سا الكمي: تخصص                                                ل   قتصاد

  

  :اعداد

ن: ستاذ ياس  بوعبد

 

  

  

 

 



 

 

 

 

 

 

ات المحتو رس   ف

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  



  

ـــــالعن ــــــ ـــــ ــــــ ـــــ ــــــ ـــــ ــــــ ـــــ ــــــ ـــــ ـــــــ ـــــ ــــــ ـــــ ــــــ ـــــ   الصفحة  وانــــــ

ول  طي: الفصل ا نامج ال     بناء

طية ا مجة ال استخدام    شروط

طي ا نامج ال صياغة    مراحل

   امثلة
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ي الثا بيانيا: الفصل طي ا نامج ال     حل

ل ا قة     طر

    امثلة

اصة ا لات اا قة يطر البيا     ل

اخرى      مسائل

الثالث قة: الفصل بطر طي ا نامج ال     simplexeحل

ل ا قة     طر

قة ة) M(طر     الكب

قة طر اصة ا الات     simplexeا

    محلولةمسائل

ع الرا المرافق/ الثنائية:الفصل نامج     ال

ي الثنا نامج ال     إيجاد

    امثلة

امس ا ا:الفصل     لنقلمسائل



المسألة     عرض

المسألة جدول     شكيل

النقل لمسألة اضية الر     الصيغة

النقل مسألة حل     طرق

اخرى      مسائل
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يدخل هذا العمل المتواضع في صدد تذليل بعض العقبات والعراقيل التي تصادف طلبتنا 

والذي تكمن صعوبته في  بحوث العملياتمقياس  همهاألجامعيين في بعض المقاييس الكمية، ولعل من ا

  .وجهدا اكبر أدقه على الطرق الرياضية بشكل مطلق مما يتطلب تركيزا اعتماد

في  الأساسيةفي المراجع  ملحوظاالمكتبة العربية عموما والجزائرية خصوصا تعاني نقصا  أن إلى إضافة

محاولة متواضعة لسد هذا العجز ومساعدة لعمل ، ويمثل هذا اواستخداماته ميدان الاقتصاد الرياضي

الرياضية في التحليل  والأدواتوبالتالي التحكم الجيد في استعمال الطرق  والإدراكعلى الفهم الطلبة 

  . الاقتصادي

، الأمثلةوالاستعانة بقدر واسع من  الإمكانقدر  التبسيط ،هذا العمل إعدادلقد حاولنا في 

المعقدة ، فاستخدمنا مختلف النماذج الرياضية في ابسط صورة نظريات الرياضية والوالابتعاد عن التجريد 

الفرع في ميدان العلوم خوف الذي عادة ما يصاحب دراسة هذا الغموض والتحتى نساهم في نزع  ،لها

  .الاقتصادية

بما يتماشى مع  ،02وبحوث العمليات  01هذا العمل مكون من جزئين وهما بحوث العمليات 

في  فصول تدخل ضمن المحاور الكبرى خمس إلىحيث قسم الجزء الأول  لتكوين في التخصص، عرض ا

والثاني حل البرنامج الخطي ، بعنوان بناء البرنامج الخطي الأولوكان الفصل  ،01بحوث العملياتمقياس 

وأخيرا امج المرافق والفصل الرابع البرن ،بالطريقة البيانية اما الثالث حل البرنامج الخطي بطريقة السمبلكس

  .بعنوان مشكلة النقل امسالفصل الخ

  

  

ن: ستاذ ياس    بوعبد

محاضرأ استاذ



  

  

  

 

  

  : ول الفصل

طي ا نامج ال   صياغة
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استعمال  أوين في تخصيص طريقة رياضية صممت لمساعدة المسير  أو أسلوبالبرمجة الخطية هي 

  .امثلاعمالا للمؤسسة الاقتصادية استالموارد المتاحة 

البرنامج صياغة  أووضع  لكيفية أولاالبرمجة الخطية سوف نتعرض  قبل شرح طرق حل مسائل

ا النظرية  أيطي ، الخ رياضي يسمى بالبرنامج شكل نموذج  إلىتحويل المشكلة الاقتصادية من صور

  .البرمجة الخطية أسلوبالخطي يمكن خله باستخدام 

  : كالأتيقتصادية التي يمكن استخدام البرمجة الخطية في حلها  يمكن تلخيص أنواع المسائل الا

، كتحقيق أكبر ربح اقتصادية عامة  أهدافعلى المؤسسة الاقتصادية تحقيق  يطرحعادة ما  -

 .حد ممكن  أدنى إلىتخفيض التكاليف  أوممكن  إنتاجممكن ، اكبر  أعمالاكبر رقم  ممكن،

بدالة يكون دالة في عدد من المتغيرات المستقلة، ويسمى  اعادة م هذا الهدف يرمز له بمتغير تـابع -

مطلوبا من المؤسسة  ويكون ، la fonction economique) ( الدالة الاقتصادية وأ الهدف

 ، يعنى تعظيم   لهذا المتغير  une valeur optimale) (قيمة مثلى  إيجادالاقتصادية 

maximiser  حد ممكن  دنىأ إلىتخفيضها  أوالدالة الاقتصاديةminimiser  ، فاذا رمزنا للهدف

فان المطلوب     X1 ,X2,………XN  ورمزنا للعوامل التي تؤثر فيه بالرمز (Z)بالرمز  المراد تحقيقه

 :يكون 

max Z = f (x1, x2, …………xn) 
  أو

min Z = f (x1, x2, …………xn)  
  

الموارد  أو الإمكانياتثل هذا الهدف يكون طبعا ضمن حدود معينة ، وهذه الحدود تمتحقيق  إن

والتي تنشط في إطارها، أي أن تحقيق هذا الهدف يكون مقرونا المالية، البشرية والمادية المتاحة للمؤسسة 

  .ومحددا بحجم الموارد التي هي بحوزة المؤسسة

، أهدافهاعلى المؤسسة في سبيل تحقيق تشكل قيودا  الإمكانيات أوهذه الموارد المتاحة للمؤسسة 

  ≥, =  (     ذه القيود تسمى بالقيود الفنية ، وعادة ما يعبر عنها في شكل متباينات أو معادلات وه

  .قيمة لها عن طريق حل البرنامج الخطي إيجاد،  والتي نريد  (Xj) موعة من المتغيرات المستقلة  )≤ , 



 

3 
 

  :إذنطية يتطلب حل هذا النوع من المشكلات الاقتصادية عن طريق استعمال البرمجة الخ إن

رياضي خطي متكون من دالة ) نموذج( وضع المشكلة الاقتصادية محل الدراسة في شكل برنامج  -

 .وقيود الموارد المفروضة على المؤسسة من اجل تحقيق دالة هدفها) الدالة الاقتصادية ( الهدف 

 max(   مة مثلىتعطي قي قيم المتغيرات المستقلة والتي إيجادثم حل البرنامج الخطي عن طريق  -

،min (  المفروضة على المؤسسة مراعاة القيود الفنيةلدالة الهدف.  

طيةاستخدامشروط ا مجة   . ال

  :نريد حلها بواسطة البرمجة الخطية ونذكر منها تيالهناك شروط يجب توفرها في المشكلة 

ة في المشكلة تكون هناك علاقة خطية بين العوامل المستقلة المؤثر  أنيجب  :شرط الخطية -

ا  والمشكلة    Xjالمدروسة والتي يرمز لها بالرمز  والتي نرمز لها بالمتغير المدروسة في حد ذا

 :، ونعبر عن هذه العلاقة بالصيغة  Yع  التاب

Y= a +b Xi 

في  إماتحقيق هدف وحيد يكون  إلىيسعى نموذج البرمجة الخطية  أنيجب : وحدة الهدف  -

 .ذا الهدف تدنية له أوشكل تعظيم 

يجب ان يكون ممكنا التعبير عن العلاقة بين المتغيرات التي تحتويها : الصياغة الكمية للمشكلة -

 .او في الشكلين مع بعضهما  اتحمتراجمعادلات او في شكل  إماالمشكلة تعبيرا كميا 

لى حرية ، والتي تؤثر عتشمل المشكلة المدروسة مجموعة من القيود الفنية  :تعدد القيود الفنية -

الحل، وتتعلق هذه  بدائل، وهذا يفترض التضحية ببعض الأمثلالحل  إلىمتخذ القرار للوصول 

المتاحة  الإنتاجيةالمتاحة مثل المواد والتجهيزات، الطاقة  والإمكانياتبمدخلات النشاط القيود 

 .ل المستعملةوظروف العم الإنتاج، وبصفة عامة كل عناصر ، الموارد المالية ، الموارد البشرية

وفر نموذج البرمجة الخطية لمتخذ القرار خيارات مختلفة لحل النموذج حتى ي :تعدد بدائل الحل -

، وهو ذلك الحل الذي يعظم دالة  الأمثل، الذي يسمى الحل  أفضلهايار تمن اخيتمكن 

 .في حدود القيود المتوفرة قيمة لها  أدنى إلىيدنيها  أوالهدف 

كل مؤشرات البرنامج غير سالبة ، معبرة في ذلك على تكون قيم   إنيفترض  :عدم السالبية -

 .عدم سلبية المؤشرات الاقتصادية



 

4 
 

صياغة طينامجال مراحل   . ا

مثلية ، ويقصد به كما اشرنا سابقا ان صياغة البرنامج الخطي هو أعظم خطوة في البحث عن الأ

 شكل مسألة مصاغة في قالب رياضي واضح الى تحويل المسألة من كلام مسرود في تعابير ادبية الى

  .يتكون من دالة الهدف وقيود في شكل متراجحات او معادلات او هما معا 

  :وصياغة البرنامج نتبع المراحل التالية

ات: أولا المتغ           (   x1, x2, …. xn  )  تحديد

اهيل التي نبحث عن قيمها والتي يحددها السؤال الذي نريد ا لاجابة عليه عند حل المسألة وهي ا

     x1, x2, …. xnلها بـ  ونرمز 

ال:ثانيا دالة   )  max z = c1x1+c2x2+ …. + cnxn (  دفتحديد

والذي نرغب في تحقيقه وامكانية التعبير عنه في دالة الهدف في صورة دالة وهو الهدف المنشود 

 هذه الدالة على الهدف الذي تسعى تعبرله، و والحصول على قيمة رقمية  linear functionخطية 

تعظيم الربح :  max) (في حالة التعظيم المؤسسة لبلوغه، وبصفه عامه فقد يكون هذا الهدف 

  .. اوتعظيم الايرادات او تعظيم الانتاج

  ...تخفيض التكاليف :  min)    (في حالة التدنئة قد يكون  أو 

مثلا، فان دالة الهدف سوف تتكون من ربح   هو تحقيق اقصى ربح ممكن فاذا كان هدف المؤسسة

ربح   بالاضافة الى  x1  النوع مضروبا في الكمية المنتجة لنفس ذلك  c1وع كل وحدة منتجة من كل ن

  ...وهكذا  x2مضروبا في الكمية المنتجة لنفس ذلك النوع   c2كل وحدة منتجة من كل نوع 

 b1   ≤  a11x1+  a 12x2+  …. +  a 1nxn : القيودتحديد : لثاثا

b2  ≤ a21x1+  a 22x2+  …. +  a 2nxn 

bm  ≤ am1x1+  a m2x2+  …. +  a mnxn 
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            المتاحة والإمكانيات   (   x1, x2, …. xn  )التعبير عن العلاقة بين المتغيرات  إمكانية أي

(  b1, b2, …. bm   )    نتاجإفي صور قيود خطية ، وهي توضح ما تحتاجه كل وحدة   (x)   من

خليط لكل  أومعادلات خطية  أوبشكل متراجحات )   (bمن الموارد المتاحة المحدودة    (a)  كل مورد

  .منهما

كغ من مادة الحديد متاحة يوميا في الورشة   180مؤسسة ما فاذا فرضنا مثلا انه يوجد لدى 

كغ، واذا رمزنا الى الكمية المنتجة 3واحدة باستعمال  كرسيكان بامكان هذه الورشة انتاج    وإذا،  الأولى

  .التي يمكن انتاجها يوميا في الورشة الاولى  x1 تحديد الكمية ، وطلب منا  x1 ـب الكراسيمن 

  :رياضيا يمكن استعمال التعبير التالي 

x1= 180 3  

   x1 60 =        أي

ل كل الكمية المتوفرة يوميا، وهذا يترتب عنه وجوب استغلا كرسي 60 إنتاجانه يمكن وهذا معناه 

عديدة ومنها عدم صلاحية كل الكمية  لأسبابانه يستحيل واقعيا تحقيق ذلك  إلا،  الأوليةمن المادة 

قد  ،فرة وبنوعية جيدةوحتى ولو كانت كل الكمية متو ...  ضياع جزء منها أو الأوليةالمتوفرة من المادة 

كالخشب مثلا لانتاج الكراسي  الأخرى الأوليةاد نستعمل جزءا منها فقط وذلك في حالة عدم توفر المو 

  .لذلك اليوم

  لهذا فان التعبير الرياضي الانسب للقيد يكون

3x1≤ 180  

عا السالبية: را عدم   . xn ≤0     :شرط
  .صفرية وغير سالبة إذ يجب أن تكون كل المتغيرات في المشكلة قيد الدراسة متغيرات موجبة أو
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  :والتي ستساعد في التوضيح بعض الأمثلة  وسوف نتعرض الآن إلى

  :01مثال

وترغب في تحديد  A ،B  ، Cمن المنتجات أنواعثلاث  الصناعية بإنتاج إحدى الشركاتتقوم 

  .يوميا من كل منتج بحيث تحصل على اكبر ربح ممكن إنتاجهايجب  التيعدد الوحدات 

  3، 2 ،1  إنتاجيةلاث عمليات الوحدة الواحدة من كل منتوج المرور على ث إنتاجويتطلب 

وكذا الربح  إنتاجيةلكل عملية بالنسبة لوحدة الواحدة ا لإنتاجوالجدول التالي بين الزمن بالدقائق المطلوب 

  .الإنتاجيةالمحقق من الوحدة الواحدة والزمن الكلي المتاح للعملية 

  .والمطلوب صياغة البرنامج الخطي الذي يحقق اكبر ربح ممكن

  

  المتاح للانتاجالزمن 
  )يوم/دقيقة (

الزمن المطلوب لكل وحدة انتاجية من 
  جات الثلاثة في كل عملية انتاجيةو المنت

  

  
  العملية

  
 A منتوج Bمنتوج  Cمنتوج 

420  3  2  2  1  
440  4  0  5  2  
465  0  6  3  3  

  ربح الوحدة الواحدة  5  4  7  
  

ل   :ا

نامج الخطي بأتباع المراحل الأربعة السابقة الذكر من المعلومات في الجدول أعلاه يمكن صياغة البر 

.  

  تحديد المتغيرات  :أولا

خلال الوقت   Cو  Bو Aالثلاثة  للأنواعمن المنتوجات اكبر حد ممكن  إنتاج الأمريتطلب 

  .نحصل على اكبر ربح ممكن  أنمن اجل والثانية والثالثة  الأولىالمتاح للعمليات 

  .   X1هي  Aيتم انتاتجها من المنتوج نفرض ان عدد الوحدات التي س -

 . X2 هي  Bنفرض ان عدد الوحدات التي سيتم انتاتجها من المنتوج  -

 .  X3هي  Cنفرض ان عدد الوحدات التي سيتم انتاتجها من المنتوج  -
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    تحديد دالة الهدف :ثانيا

جميع الوحدات  بضر  هوالربح الاجمالي بذلك فيكون  ،نريد في هذه الحالة تحقيق اكبر ربح ممكن

، الربح المتحصل عليه من كل منتوجمع بعض ، ثم نجمع لكل منتوج في سعر ربح الوحدة الواحدة المنتجة 

 :ويعبر عن ذلك رياضيا بالعلاقة 

  

MAX Z= 5x1+ 4x2 +7x3  
 

  القيود تحديد  :ثالثا

ü  (       يوميادقيقة  420 الأولىزمن متاح للعملية  أقصى إن: ) 1قيد العملية (  الأولالقيد

 .)ليس بالضروري استغلال كامل الزمن المتاح

  .دقيقة  2 الأولىالعملية في  اتاج لتصنيعهتح Aج و الوحدة الواحدة من المنت : أنوحيث 

  . دقيقة 2 الأولىفي العملية  اتاج لتصنيعهتح Bج و الوحدة الواحدة من المنت  

  .  ائقدق 3 الأولىعملية في ال اتاج لتصنيعهتح Cج و الوحدة الواحدة من المنت

  : يلي كما  الأوليمكن صياغة القيد   :وبالتالي 

  

2x1+ 2x2 + 3 x3   ≤  420 
   

ü دقيقة يوميا 440 الثانيةزمن متاح للعملية  أقصى إن: ) 2قيد العملية (  ثانيالقيد ال.        

  . ائقدق 5ثانية الفي العملية  اتاج لتصنيعهتح Aج و الوحدة الواحدة من المنت:  أنوحيث 

  . ثانيةلافي العملية  التصنيعهأي زمن تاج تحلا  B جالمتو الوحدة الواحدة من   

  . ائق دق 4 ثانيةلافي العملية  اتاج لتصنيعهتح Cج و الوحدة الواحدة من المنت

  : يلي كما  ثانييمكن صياغة القيد ال  :وبالتالي 

  

5x1+ 0x2 + 2 x3   ≤  440 
  أي

5x1+ 2 x3   ≤  440 
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ü دقيقة يوميا 465 الثالثةإن أقصى زمن متاح للعملية : ) 3قيد العملية (  ثالثالقيد ال     .  

  .دقائق 3 الثالثةفي العملية  اتاج لتصنيعهتح Aج و الوحدة الواحدة من المنت:  وحيث أن

  .دقائق 6 الثالثةفي العملية  اتاج لتصنيعهتح Bج و الوحدة الواحدة من المنت  

 .الثالثةفي العملية  التصنيعهزمن  أيتاج تحلا  Cج و تالوحدة الواحدة من المن

  . ائق دق

  : يلي كما  الثالثيمكن صياغة القيد   :وبالتالي 

  

3x1+ 6x2 + 0 x3   ≤  465 
  أي

3x1+ 6x2    ≤  465 
 

  .شرط عدم السالبية :رابعا

ا من الممكن ان تكون سالبة وهذا لا يجوز منطقيا لا x1 , x2 , x3) ( ان عدد الوحدات

ائيا تعبر عن عدد الوحدات التي سيتم انتاجها، وبالتالي يجب ان تكون ذات قيمة موجبة اوان لا تنتج 

 :فتكون قيمتها مساوية للصفر، لذلك يوضع شرط عدم السالبية كالتالي

  

x1 , x2 , x3  ≥ 0 
  : وعليه يكتب البرنامج الخطي بالشكل التالي

  

MAX Z= 5x1+ 4x2 +7x3  

  
2x1+ 2x2 + 3 x3   ≤  420 
 

5x1+ 2 x3   ≤  440 
 

3x1+ 6x2    ≤  465 
 

x1 , x2 , x3  ≥ 0 
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  :02مثال

  :تنتج احدى مؤسسات النجارة المنتوجات التالية 

 .الكراسي   ،المكاتب  ،الخزائن

  :تمر هذه المنتوجات عبر ثلاث ورشات

ا هي  -  .ساعة عمل يوميا 32الورشة الاولى طاقة العمل القصوى 

ا هي الورشة الثان -  .ساعة يوميا 24ية طاقة العمل القصوى 

ا هي  -  .ساعة عمل يوميا 16الورشة الثالثة طاقة العمل القصوى 

ذا الصدد جمعت المعطيات التالية   :تسعى المؤسسة لتحقيق أعظم ربح ممكن، و

 2ساعة عمل في الورشة الأولى و  4انتاج وحدة واحدة من المنتوج الأول تتطلب  -

 .عمل في الورشة الثالثة  ساعة 2الورشة الثانية، ساعة عمل في 

 4ساعة عمل في الورشة الأولى و  4انتاج وحدة واحدة من المنتوج الثاني تتطلب  -

 .عمل في الورشة الثالثة ساعة 2عمل في الورشة الثانية و  ساعات

 3عمل في الورشة الأولى و  ساعات 5انتاج وحدة واحدة منة المنتوج الثالث تتطلب  -

 .في الورشة الثالثة واحدة عمل ةعمل في الورشة الثانية و ساع اعاتس

دج، وربح الوحدة الواحدة من المنتوج الثاني  200ان ربح الوحدة الواحدة من المنتوج الأول هو 

 .دج 120دج ، وربح الوحدة الواحدة من المنتوج الثالث هو  150هو 

  : المطلوب

ا ايجاد الكميات الواجب انتاجها من كل الصيغة الرياضية لهذه المسألة اوجد  والتي من شأ

  .منتوج لاجل تعظيم ربح هذه المؤسسة

  

ل   :ا

ات: اولا المتغ   تحدبد

بما ان المسؤسسة تبحث عن الكميات الواجب انتاجها من كل منتوج لتعظيم ربحها، لذلك فان 

اهيل هي    .عدد الخزائن وعدد المكاتب وعدد الكراسيا

  :ومنه نضع
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X1 :عدد الخزائن  

X2 :عدد المكاتب  

X3: عدد الكراسي  

  

دف: ثانيا ال دالة   تحدبد

يمكن الاستعانة بجدول المسألة وهو جدول مساعد يحتوي على كل عناصر القيود وعناصر دالة 

  .الهدف 

  :جدول المسألة

   

  الطاقة القصوى
  

   x1المنتوج   x2المنتوج   x3المنتوج 

  الأولىالورشة   4  4  5  32
  الورشة الثانية  2  4  3  24
  الورشة الثالثة  2  2  1  16
  ربح الوحدة الواحدة  200  150  120  
  

 
  :يظهر الجدول ان

  هووحدة فان الربح   x1انتاج   دج ، فاذا تم 200هو ربح الوحدة الواحدة من المنتوج الاول 

x1200  هكذا بالنسبة لباقي المنتوجات بالنسبة للمنتوج الاول ، و.  

  :ستنتج دالة الهدفومنه ن 

MAX Z = 200 x1+ 150 x2+ 120 x3 
القيود: ثالثا   تحدبد

  :بالنسبة للورشة الاولى  يلخص الجدول معطيات المسألة ، فعلى سبيل المثال

ü  الأولمن المنتوج   وحدة واحدةانتاج x1   عمل ساعات 4يتطلب .  

ü  الأولمن المنتوج تــين  وحدانتاج x1  2 يتطلبx  4 عمل ةساع .  
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ü  الكـمية انتاجX   الأولمن المنتوج x1   يتطلب X1 4 عمل ةساع . 

 

  : من كل منتوج فذلك يتطلب  وحدة واحدةتم انتاج واذا 

 )1x  4( + )1x  4 ( + )1x  5 = (13 يبنما الطاقة القصوى للورشة  ساعة عمل ،

  .ساعة عمل 32الاولى هي 

  : نه يتطلبامن كل منتوج ف  ) x3 , x2  , x1(الكميات  اردنا انتاج فاذا 

5x3 +  x2 4 + 4x1  

  :، ومنه نكتبعمل والتي هي الطاقة القصوى ساعة 32ان يتجاوز  ولا يجب

  32≤ 5x3 + x2 4 + 4x1 

  :ومنه نستنتج باقي القيود

  32≤ 5x3 + x2 4 + 4x1 

  24≤ 3x3 + x2 4 + 2x1 

  16≤ 1x3 + x2 2 + 2x1  

  

عا السالبية: را عدم  .شرط

  :ان الكميات مستحيل ان تكون سالبة نكتببما 

x1 , x2 , x3  ≥ 0 

  

  :وعليه يكون البرنامج الخطي للمسألة على الشكل

 
MAX Z = 200 x1+ 150 x2+ 120 x3 
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32≤ 5x3 + x2 4 + 4x1 

24≤ 3x3 + x2 4 + 2x1 

16≤ 1x3 + x2 2 + 2x1 

x1 , x2 , x3  ≥ 0 
 

بناء بة الى الشكل الرياضي وهو ما يصطلح عليه ونكون قد انتقلنا من الشكل الوصفي للمسأل

   البرنامج الخطي

  : 03مثال

: مناجم بإحدى الولايات، اذ تقوم بتصفية المعدن وفصل إلى نوعين  3مؤسسة منجمية تستغل 

  .معدن خام قليل الجودة ، ومعدن خام عالي الجودة

فة الإنتاج اليومية معروضة اذا علمت ان الطاقة الإنتاجية لكل نوع حسب كل منجم، وكذا تكل

  :حسب الجدول التالي

  

  

  الطــاقة                              
  اجمـالمن

التكلفة            الطاقة الانتاجية
  يوم/النوع الثاني طن  يوم/طن النوع الاول  يوم/ دج  310

  20  4  4  1المنجم 

  22  6  4  2المنجم 

  18  1  6  3المنجم 
  

ا التزمت مع زبا   .طن من النوع الثاني 54طن من النوع الأول و  65 الأقلئنها بتسليم على وأ

  :المطلوب

التي يجب أن يعملها كل منجم خلال  تحديد عدد الأيامإيجاد البرنامج الخطي الذي من شانه 

  .بأقل تكلفة ممكنةالأسبوع للوفاء بالتزامات هذه الشركة 
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ل   :ا

ات: اولا المتغ   :تحدبد

اهيل هي  فستكون هبالتزاماتكل منجم للوفاء   يعملها التي الأيامسة تبحث عن عدد بما ان المؤس ا

  . 3، ثم المنجم 2، المنجم 1التي يشتغلها المنجم  الأيامعدد 

  :ومنه نضع

X1 : 1للمنجم عدد  

X2 : 2لمنجم لعدد  

X3 :  3لمنجم لعدد  
  

 أن، ونلاحظ في المسألة  )min(المؤسسة في هذه الحالة تريد تدنية التكاليف  أن إلى إضافة

اقل انخفضت  أياما، فكل ما اشتغلت المؤسسة حسب معطيات الجدول الأيامالتكاليف مرتبطة بعدد 

التي يشتغلها كل منجم على  الأيامتغير هو عدد يكون الم أنلذلك فمن المنطقي ...  التكاليف والعكس

) 3، 2، 1( التي يشتغلها كل من المنجم  مالأياهي عدد  ) x3 , x2 , x1( ى، فتكون المنتغيراتحد

  .على الترتيب 

دف: ثانيا ال دالة   تحدبد

الخاص بكل  الأيامهي مجموع تكلفة اليوم الواحد مضروبا في عدد  الإجماليةالتكلفة  أننلاحظ 

تدنية هذه التكاليف ، ومنه تصاغ داله الهدف  هوالمؤسسة هدف  أن حسب المسألة يتضحمنجم ، و 

  :التالي بالشكل 

MIN Z = 20 x1+ 22 x2+ 18 x3 
  

القيود: ثالثا  تحدبد

، فستكون من خلال الجدول نلاحظ ان المؤسسة لو تشتغل ليوم واحد فقط في المناجم الثلاثة 

 )طن 11= 1 + 6 +4( للمعدن من النوع الاول ، و )طن14 = 6 +4 +4(  طاقتها الانتاجية

طن من النوع  65بتسليم على الأقل  ،مع زبائنها بالتزامها ة مقيدة، لكن المؤسس للمعدن من النوع الثاني

  .للمعدن  من النوع الثاني على الاقل طن 54الأول و 

 :ونكتب على الاقل  طن من النوع الأول 65هو الالتزام ب  القيد الاولومنه فان 
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 65≥4 x1+ 4 x2+ 6 x3    
  

  :ونكتب على الاقل  لثانيلنوع اطن من ا 54هو الالتزام ب  القيد الثانيومنه فان 

 

 54 ≥4 x1+ 6 x2+ 1 x3    
 

عا السالبية: را عدم  .شرط

  :من المنطقي ان لا يكون عدد الايام سالب ومنه نكتب

 

x1 , x2 , x3  ≥ 0 
 

  

  

  

 :فيصبح البرنامج الرياضي بالشكل التالي

  

MIN Z = 20 x1+ 22 x2+ 18 x3 
  

65≥4 x1+ 4 x2+ 6 x3   
  

54 ≥4 x1+ 6 x2+ 1 x3    
 

x1 , x2 , x3  ≥ 0 
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اخرى ــــــــــــــــمس   :ائل

  

   : 01 تمرين

التوصل إلى خليط معين من مادتين  كلية الفلاحة من جامعة الجلفة،حاول أحد خريجي  

  .المزيج شروط التغذية المثالية بأقل تكلفة ممكنة ، بحيث  يتحقق في Bو   Aغذائيتين للدواجن 

 36بروتينات: أن تتحقق كحد أدنى لوحدة التغذية كأتي  ةتغذية المطلوبلنفرض أن شروط ال 

تحتوي على وحدة واحدة   Aلنفرض أن الوحدة من المادة وحدة، 40سكريات وحدة ، 32وحدة، دهون

بتكلفة قدرها وحدة نقدية،كما أن  وحدات من السكريات، 5و من البروتين، و وحدتين من الدهون،

وحدة  0.5ثلاث وحدات بروتين ووحدة دهون، و وحدة سكريات، بتكلفة تحتوي على  Bالوحدة من

 . نقدية

  :المطلوب

في وحدة التغذية و التي يتحقق فيها  BوA يرغب خريج الزراعة بتحديد الخليط الأمثل من  

  .   الشروط المطلوبة  بأقل تكلفة ممكنة

ل   :ا

ات: اولا المتغ   :تحدبد

، فالمتغيرات في وحدة التغذية BوA ديد الخليط الأمثل من بتح يرغب بما ان خريج الزراعة

هولة ستكون الكميات من الوحدات    BوA ا

  :ومنه نضع

X1 : كميةA  

X2 : كميةB  

  
، ونلاحظ في المسألة أن  )min(ريد تدنية التكاليف يفي هذه الحالة  خريج الزراعة إضافة إلى

اقل انخفضت التكاليف  كانت كمية الخليطما  ، فكل  BوA بكميات الوحداتالتكاليف مرتبطة 

  ...  والعكس
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دف: ثانيا ال دالة   تحدبد

في عدد  مضروبة A الوحدة الواحدة منتكلفة حساب نلاحظ أن التكلفة الإجمالية هي مجموع 

 حسب المسألة يتضحو  kالوحداتفي عدد  مضروبة B الوحدة الواحدة منتكلفة اضافة الى  ،الوحدات 

 :تدنية هذه التكاليف ، ومنه تصاغ داله الهدف بالشكل التالي  هوسة المؤسهدف أن 

  

MIN Z = 1 x1+ 0.5 x2 
  

القيود: ثالثا  تحدبد

أن تتحقق كحد أدنى لوحدة التغذية  ةشروط التغذية المطلوب أننلاحظ  معطيات المسألةمن خلال 

ا قيوحدة 40سكريات وحدة ، 32وحدة، دهون 36بروتينات ود يجب ان تتحقق، فمثلا ، بما يعني ا

 :ونكتب قيد شرط البروتين على الاقل  من البروتينات وحدة 36بهو الالتزام  القيد الاولان 

  

 36≥1 x1+ 3 x2    
  

 :ونكتب قيد شرط الدهون على الاقل من الدهون وحدة 32هو الالتزام ب يد الثانيلقفااذا 

 

32 ≥2 x1+ 1 x2    

  

 :ونكتب قيد شرط السكريات على الاقل من السكريات وحدة 40هو الالتزام ب يد الثالثالقو

 

40 ≥5 x1+ 1 x2    

  

 

عا السالبية: را عدم  .شرط

  :ومنه نكتب ةسالب تكون الكمياتمن المنطقي ان لا 

 

x1 , x2 ≥ 0 
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 :فيصبح البرنامج الرياضي بالشكل التالي

  

MIN Z = 1 x1+ 0.5 x2 
  

36≥1 x1+ 3 x2   
  

32 ≥2 x1+ 1 x2    
  

40 ≥5 x1+ 1 x2    
  

 

x1 , x2 ≥ 0 
 

  

  :02 تمرين 

في    في ثلاثة مصانع )  T42.T32(  نوعين من التلفزيونات  CONDORشركة تنتج  

وحدة من  35و T32وحدة من  40،  البرج بحيث ينتج المصنع ، كل من البرج وسطيف والمسيلة

T42  وحدة من  65ينتج  سطيفيوميا و مصنعT32  يوميا و بدون إنتاجT42 كما ينتج المصنع،

هي الولايات الثلاثة ، تكلفة تشغيل مصانع T32يوميا بدون T42وحدة من  53 المسيلة

  . وحدة نقدية في اليوم  182.000، 190.000،  210.000

  :المطلوب

شكل البرنامج الخطي الذي يحدد عدد الأيام التي يجب أن يعملها كل مصنع خلال الشهر  

 .بأقل تكلفة على الاقل) T32 ،1500:T42:1100(نتاج المقدرة القادم لاستعمال خطة الإ
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ل   :ا

ات: اولا المتغ   :تحدبد

 هللوفاء بالتزامات مصنعكل   يعملها تبحث عن عدد الأيام التي CONDORشركة بما ان 

اهيل هي عدد الأيام   . 3 ، ثم المصنع2صنع، الم1 التي يشتغلها المصنع فستكون ا

  :ومنه نضع

X1 : 1 للمصنعالايام عدد  

X2 : 2للمصنع الايام عدد  

X3 :  3للمصنع الايام عدد  
  

، ونلاحظ في المسألة أن  )min(في هذه الحالة تريد تدنية التكاليف الشركة  أن إضافة إلى

، فكل ما اشتغلت المؤسسة أياما اقل انخفضت التكاليف  عطياتالمحسب التكاليف مرتبطة بعدد الأيام 

حدى، على  التي يشتغلها كل مصنع لذلك فمن المنطقي أن يكون المتغير هو عدد الأيام ... والعكس

, x3 , x2(فتكون المنتغيرات   x1 ( صنعهي عدد الأيام التي يشتغلها كل من الم )على ) 3، 2، 1

  .الترتيب 

دف: ثانيا ال دالة   تحدبد

الخاص بكل ضروبا في عدد الأيام نلاحظ أن التكلفة الإجمالية هي مجموع تكلفة اليوم الواحد م

تدنية هذه التكاليف ، ومنه تصاغ داله الهدف  هوالمؤسسة هدف أن  حسب المسألة يتضح، و  مصنع

  :بالشكل التالي 

MIN Z = 210000 x1+ 160000 x2+ 182000 x3    
  

القيود: ثالثا  تحدبد

و T32وحدة من النوع  1100بـ   مقدرةخطة إنتاج الشركة لديها معطيات التمرين من خلال 

  .، وهي تمثل القيود التي يجب تحقيقها T42وحدة من النوع 1500

 :ونكتب على الاقل  T32وحدة من النوع 1100ـ هو الالتزام ب القيد الاولومنه فان 
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1500≥40 x1+ 65 x2+ 0 x3     

  

  

 :ونكتب على الاقل T42وحدة من النوع 1500هو الالتزام بـ  القيد الثاني و 

  

 

 1500 ≥35 x1+ 0 x2+ 53 x3    
 

عا السالبية: را عدم  .شرط

  :من المنطقي ان لا يكون عدد الايام سالب ومنه نكتب

 

x1 , x2 , x3  ≥ 0 
 

  

  

  

 :فيصبح البرنامج الرياضي بالشكل التالي

  

MIN Z = 210000 x1+ 160000 x2+ 182000 x3    
  

1100≥40 x1+ 65 x2   
  

1500 ≥35 x1 + 53 x3    
 

x1 , x2 , x3  ≥ 0 
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  :03تمرين  

ن للإعلان في السنة القادمة، .و 120000مبلغا ماليا قدره   وكالة سياحيةخصص مدير 

، حيث أن تكلفة الإعلان جريدتي الخبر والشروقالبرنامج الإعلاني المقترح وضع خطة لنشر الإعلان في 

الخبرة السابقة يرى مدير المبيعات ن ، من .و 5000 جريدة الشروقن وفي .و 2000 جريدة الخبرفي 

الثانية ، كما يرى  ريدةفي الج يامأ 10الأولى و  ريدةفي الج يومينأنه يجب نشر الإعلان لفترة لاتقل عن 

  . يوما 50لمدة تزيد عن   ريدتينأنه لا داعي للنشر في أي من الج

  :المطلوب

 الثانية، ريدةالأولى و الج ريدةمن الج نشر في كللل ةالمطلوب يامعدد الأ وبناءاً على ما تقدم ماه

 .ترغب في تكرار هذا الإعلان إلى أكبر درجة ممكنة  الوكالةأن  مع ملاحظة

 

ل   :ا

ات: اولا المتغ   :تحدبد

الأولى و  ريدةنشر في كل من الجلل ةالمطلوب يامعدد الأعن يبحث   مدير الوكالة السياحيةبما ان 

  .اهيل هي عدد الأيام في كل من الجريدتينفستكون ا الثانية، ريدةالج

  :ومنه نضع

X1 : الايام في جريدة الخبرعدد  

X2 : الايام في جريدة الشروقعدد  

  
 يريد تكرار هذا الاعلان ، بمعنى انه يبحث عن التعظيمفي هذه الحالة  ديرأن الم إضافة إلى

)MAX(  ،لمنتغيرات فكلما زاد عدد الايام زاد تكرار هذا الاعلان ، فتكون ا) x2 , x1 (  هي عدد

  .الأيام التي تعمل على تكرار الاعلان لكل جريدة على حدى

دف: ثانيا ال دالة   تحدبد

هو بمثابة زيادة على الأيام لنشر هذا الاعلان  تكرار هذا الإعلان إلى أكبر درجة ممكنةأن  نلاحظ

  :، ومنه تصاغ داله الهدف بالشكل التالي في كل جريدة 

  

MAX Z =  x1 + x2 
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القيود: ثالثا  تحدبد

إلى أكبر درجة ممكنة الاعلان   المعطيات السابقة، نلاحظ أن أول قيد يحد من  تكرارمن خلال 

 لايمكن تجاوزه ، ن.و 120000خصص مبلغا ماليا قدره   هو قيد التكلفة، لأن مدير الوكالة السياحية

  ن.و 5000 جريدة الشروقن وفي .و 2000 جريدة الخبرتكلفة الإعلان في  العلم ان مع

 :ونكتب ن.و 120000عدم تجاوز مبلغ هو  القيد الاولومنه فان 

  

 120000≤2000 x1+ 5000 x2    

  

 ريدةفي الج يومينمن الخبرة السابقة يرى مدير المبيعات أنه يجب نشر الإعلان لفترة لاتقل عن 

  الثانية ريدةفي الج يامأ 10الأولى و 

  :بالشكل والثالث  الثاني القيد نكتبومنه 

 

2 ≥ x1    

10 ≥ x2    

  

  . يوما 50لمدة تزيد عن   ريدتينكما يرى أنه لا داعي للنشر في أي من الج

  :بالشكل القيد الرابع والخامس ومنه نكتب 

50 ≤ x1    

50 ≤ x2    

 

عا السالبية: را عدم  .شرط

  :من المنطقي ان لا يكون عدد الايام سالب ومنه نكتب

 

x1 , x2 ≥ 0 
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 :فيصبح البرنامج الرياضي بالشكل التالي

  

MAX Z =  x1 + x2 
  

   120000≤2000 x1+ 5000 x2    

2 ≥x1    

10 ≥ x2    

50 ≤ x1    

50 ≤ x2    
 

x1 , x2 ≥ 0 
  

 :40 تمرين

نريد استغلال منطقة فلاحيه لولاية الجلفة ، حيث هناك إمكانية زراعة منتوجين هما الزيتون 

  .ول التالي يلخص معطيات الزراعة لكل هكتاروالقمح، والجد

  

  القمح  الزيتون  البيان

  25  75  بالقنطار في الهكتار الواحد ةالمردودي  

  60  60  دج 10 2سعر بيع القنطار

  10  35  دج410تكاليف الاستغلال للهكتار   

  2  1  )عدد العمال(اليد العاملة الضرورية 

  6000  14000 )في السنة 3م (الماء الضروري للسقي 

  

  :كما ان المتاح من مختلف عناصر الإنتاج هو كآلاتي

  للسنة/ 3م14000000عامل ، الماء 1200هكتار، اليد العاملة 900 الأرض

  :المطلوب

  .تحديد المساحة المخصصة لكل زراعة، علما ان الفلاح يريد تعظيم الربح 
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ل   :ا

ات: اولا المتغ   :تحدبد

اهيل هي ، ساحة المخصصة لكل زراعةتحديد المالمطلوب هو بما ان  من كل مساحة  فستكون ا

  .زارعة الزيتون وزراعة القمح

  :ومنه نضع

X1 :مساحة الزيتون بالهكتار  

X2 :مساحة القمح بالهكتار  

  
 ، بمعنى انه يبحث عن التعظيم تعظيم الإرباحيريد في هذه الحالة  الفلاحأن  إضافة إلى

)MAX(  ،فتكون المنتغيرات  الربحزاد  خصصة للزراعةالمساحة الم تفكلما زاد ،) x2 , x1 (  هي

  .التي يجب تحديدها لمعرفة أعظم ربح ممكن المساحات المزروعة

دف: ثانيا ال دالة   تحدبد

نلاحظ ان هدف الفلاح هو تعظيم الربح عن طريق زيادة واختيار المنتوج المناسب للزراعة بدلالة 

  .حد ربح كل منتوج في الهكتار الوا

  :في الهكتار الواحد نبحث ان ربح زراعة الزيتونمن الجدول 

)75X  60. 210  ( -  )35. 410  (=   4500. 210  - 3500. 210  
                                             =  1000. 210  

  

  :نبحث ان ربح زراعة القمح في الهكتار الواحد

)25X  60. 210  ( -  )10. 410  (=   1500. 210  - 1000. 210  
                                             =  500. 210  

  

  :ومنه تصاغ داله الهدف بالشكل التالي  

  

 )210(     MAX Z = 1000 x1 +500 x2              
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القيود: ثالثا  تحدبد

هو المتاح من مختلف  ةزيادة المساحات المزروعمن  القيود التي تحد ، نلاحظ أنمن خلال المعطيات 

  .هكتار900 هيو  الأرضالمساحة المتاحة من القيد الاول يتمثل في عناصر الإنتاج، حيث ان 

  :ونكتب هكتار900 هو عدم تجاوز القيد الاولومنه فان 

  

  900 ≤ x1+  x2    

  

  :من اليد العاملة ونكتب عامل1200هو عدم تجاوز  ثانيالقيد الو

  

  1200 ≤ 1x1+ 2 x2    

  

  

 :من المياه سنويا ونكتب 3م14000000هو عدم تجاوز  ثالثالقيد الو

 

 14000000 ≤ 14000x1+ 6000 x2    

 

  

 

عا السالبية: را عدم  .شرط

  :ومنه نكتب ةسالبالمساحة كون تلا  أنمن المنطقي 

 

x1 , x2 ≥ 0 
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 :فيصبح البرنامج الرياضي بالشكل التالي

  

)210(     MAX Z = 1000 x1 +500 x2              
  

  

  900 ≤x1+  x2   

  1200 ≤     x1+ 2 x2     

14000000 ≤                        14000x1+ 6000 x2    
 

x1 , x2 ≥ 0 
  

 :50تمرين 

ا الجديدة " نور"كلفت مؤسسة  مكتب دراسات متخصص في الإعلانات لا طلاق احد منتجا

تلفيزيون، ( هذا المكتب عدة مؤسسات إعلامية دج وأمام  510.000وخصصت مبلغا إجماليا قدره 

  ...)إذاعة ، جرائد

  :حيث خصائص وتكاليف كل مؤسسة إعلامية مبينة في الجدول التالي

الإعلانات  عدد  )دج(تكلفة الإعلان   المؤسسة الإعلامية
  المسموح به

  مؤشر التواصل
  )قدرة كل مؤسسة للوصول الى اكبر عدد( 

  1200  35  3500  قناة النهار
  900  25  3000  قناة الشروق

  800  35  2500  قناة البلاد
  250  30  2000  الإذاعة
  450  25  1800  الجرائد

  

إعلانا تلفزيونيا على الأقل وان لا يتجاوز  15اشترطت هذه المؤسسة على المكتب أن ينفذ 
  .دج 380.000المبلغ الكلي المصروف 

دف تعظيم مؤشر  :المطلوب   .التواصلشكل البرنامج الرياضي 
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  :الحل

  :يكون البرنامج الخطي للمسألة على الشكل

 
MAX Z = 1200 x1+ 900 x2+ 800 x3 + 250 x4+ 450 x5 

 510000≤ 3500 x1+ 3000 x2+ 2500 x3 + 2000 x4+ 1800 x5  

15≥x3 + x2  + x1 

380000≤ 3500 x1+ 3000 x2+ 2500 x3  

 35≤  x1  

 25≤  x2  

 35≤  x3  

 30≤  x4  

 25≤  x5  

x1 , x2 , x3, x4 , x5    ≥ 0 

  

 

  :60تمرين 

أن تصف لأحد مرضاها حمية غذائية يومية تتوفر على حاجاته الضرورية من "  نسرين"أرادت الطبيبة 

  .العناصر الغذائية

ونظرا لظروف المريض الاجتماعية أراد شراء المواد الغذائية التي تحتوي على العناصر الغذائية بأقل تكلفة 

 كنة ، والجدول التالي يوضح أكثرمم
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  الحاجات الضرورية  )كغ(اللحم    )كغ(الخس   )و(البيض   )ل(الحليب   
  3500  1654  68  77  690  الحريرات     وح
  60  100  5.4  6.1  34.2  البروتين      غ

  50  0  14.7  5.5  16.5 مغ   Aفيتامين 
  2  0.4  0.2  0.1  0.4  مغ    Bفيتامين 
  75  0  25  0  14.5  مغ  Cفيتامين 

    400  45  8  72  التكاليف  

  .شكل البرنامج الرياضي مراعاة لظروف المريض الاجتماعية :المطلوب 

 

  :الحل

  :يكون البرنامج الخطي للمسألة على الشكل

 
MIN Z = 72 x1+ 8 x2+ 45 x3 + 400 x4 

 3500≥ 690 x1+ 77 x2+ 68 x3 + 1654 x4  

 60≥ 34.2 x1+ 6.1 x2+ 5.4 x3 + 100 x4  

 50≥ 16.5 x1+ 5.5 x2+ 14.7 x3  

 2≥ 0.4 x1+ 0.1 x2+0.2x3 + 0.4 x4  

 75≥ 14.5 x1 + 25 x3  

 
x1 , x2 , x3, x4 ≥ 0 
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  :70تمرين

من خلال استخدام الخشب ) شاحنة، طائرة , سيارة( العاب مختلفة  3ننتج " رياض"مؤسسة  

  .وحدة على التوالي 2500,3500والبلاستيك حسب الكميات المتاحة وهي 

 :وكما يوضح الجدول التالي الكميات لإنتاج وحدة واحدة

  

  طائرة  شاحنة  سيارة   
  7  5  3  الخشب

  4  3  5  البلاستيك
  

أضعاف لصناعة سيارة، علما إن  3الوقت اللازم لصناعة طائرة هو ضعف الوقت لصناعة شاحنة و   -

  )بفرض إنتاج الطائرات فقط( طائرة  600تاج الطاقة الإنتاجية القصوى لهذه المؤسسة تعادل إن

  125من خلال دراسة السوق تبين انم ادني طلب متوقع لكل لعبة هو  -

  لأسباب تقنية يجب إن يكون إنتاج السيارات ضعف إنتاج الطائرات -

  :المطلوب

ري دينار جزائ 500،  250، 200إذا علمت إن الإرباح لكل وحدة السيارة، الشاحنة، الطائرة هو 

  .على التوالي، شكل البرنامج الرياضي
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  :الحل

 :يكون البرنامج الخطي للمسألة على الشكل

MAX Z = 200 x1+ 250 x2+ 500 x3  

 3500≤ 3 x1+ 5 x2+ 7 x3  

 2500≤ 5 x1+ 3 x2+ 4 x3  

600≤ 1/3 x1+ 1/2 x2+  x3  

125≥ x1  

125≥ x2  

125≥ x3  

x1 =2 x3  

 
x1 , x2 , x3, x4 ≥ 0 
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يالفصل   : الثا

نحل اـــــــــــــــــــــــــــــــــــامـال   طيج

البيانية  قة  بالطر
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قيم المتغيرات  التي تجعل دالة الهدف في امثل قيمة لها دون تجاوز  إيجاد، ل البرنامج الخطينعني بح

  .حدود القيود

  :الطريقتين  بإحدىي ، حل للبرنامج الخط إيجادويمكن 

البيانية )1 قة مج الخطية والتي تحتوي على وهي شائعة الاستخدام فقط في البرا  :الطر

  . الأكثرمتغيرين على 

دول  )2 ا قة طر أو السمبلكس قة م مهما كان عدد دوهي طريقة عامة تستخ :طر

 .متغيرات البرنامج الخطي

  

ذه الطريقة نتبع الخطوات ولح: يانية الطريقة الب إلىوسنتطرق في هذا الفصل  ل البرنامج 

  :التالية

، وبالتالي  x2والثاني عمودي وليكن   x1وليكن   أفقينرسم محورين احدهما  )1

 .يتشكل لدينا معلم متعامد

   )≤ ( إشاراتمعادلات ،  وذلك بتحويل  إلىنحول كل متراجحات القيود  )2

القيد في صيغة يمكن  عملية التحويل هذه تجعل أن، حيث )=  (   إلى)   ≥ (  

  .تمثيلها بخط مستقيم

نرسم الخطوط المستقيمة لمعادلات القيود ، ولمعرفة نقاط تقاطع الخط المستقيم مع  )3

 ، x2ثم يتم حل المعادلة بالنسبة لـ     x1 = 0  أننفرض   ) x2 (المحور 

 ثم    x2 = 0  أننفرض   ) (x1ولمعرفة نقاط تقاطع الخط المستقيم مع المحور 

، ويتم تحديد نقاط التقاطع بين المحورين ، ثم نصل  x1يتم حل المعادلة بالنسبة لـ 

  .  بينهما بخط مستقيم

القيد  ين المستقيم في حالةتوجد على يم ( ،نشطب المناطق التي لا تحقق القيود  )4

 ) أكبر منالقيد  ، وعلى يساره في حالة اقل من

مضلع متعدد في الغالب تشكل لنا نحدد المنطقة التي تحقق جميع القيود ، و  )5

 .الرؤوس 
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ونرسم المستقيم على نفس المعلم حيث يمر بالمبدأ ،  ، نجعل دالة الهدف معدومة )6

 . ) ( Zونسميه 

بصفة متوازية اتجاه رؤوس المضلع وتكون آخر نقطة يصل  ) ( Zنحرك المستقيم  )7

 .حالة التعظيمهي التي تحقق أكبر قيمة لدالة الهدف في  ) ( Zالمستقيم  إليها

  . ) ( Zالمستقيم وفي حالة التدنية تكون أول نقطة يصل إليها ( 

 بإيجاد جبريا أو، على المحورين  بالإنزال هندسيا إمالهذه النقطة  الأزواجنجد قيم  )8

 .الحل المشترك لمعادلات المستقيمات المتقاطعة

 تلك النقاطنعوض قيم  فإننا، لم نتمكن من تحديد النقطة بدقة  إذافي حالة  )9

كنا في   إذاالنقطة التي تعطينا اكبر قيمة  في دالة الهدف ، ونأخذ )رؤوس المضلع (

 .حالة التعظيم ، وأقل قيمة في حالة التدنية

المتحصل عليها في دالة الهدف فنحصل   ) x1, (x2نعوض قيم المتغيرين  )10

 .على قيمتها 

 

  : 01مثــال

  :دام الطريقة البيانيةاوجد حل البرنامج الخطي التاليي باستخ

  

MAX Z = 4 x1+ 5 x2 

 12≤  x2 3 + 2x1 

 8≤   x2  + 2x1 

  x1 , x2 ≥ 0 
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ـــــل ـــــ ــــ   :ا

، وبالتالي يتشكل  x2والثاني عمودي وليكن   x1نرسم محورين احدهما أفقي وليكن   )1

 .لدينا معلم متعامد

 : C1  ،C2تقيمين ، ونسمي المس نحول كل متراجحات القيود إلى معادلات )2

2X1+3X2≤12       2X1+3X2=12    .....  C1 المستقيم     

2X1+  X2≤ 8        2X1+  X2= 8    .....  C2       المستقيم    

 :نرسم الخطوط المستقيمة لمعادلات القيود  )3

 C1 المستقيم

X1  0  6  
X2  4  0  

 C2 المستقيم

X1  0  4  
X2  8  0  

 

، كما تشطب  ستقيمكل ملقيود ، توجد على يمين  نشطب المناطق التي لا تحقق ا )4

 .)انظر الشكل( المناطق التي تحقق شرط عدم السالبية

ع ـبالمضل أسفله والتي هي في موضحة في الشكلنحدد المنطقة التي تحقق جميع القيود،  )5

ABCD . 

ونرسم المستقيم على نفس المعلم حيث يمر بالمبدأ ،  نجعل دالة الهدف معدومة ، . )6

 .) ( Zيه ونسم

Z = 0        4 x1+ 5 x2 = 0    

 Z المستقيم 

X1  0  5  
X2  0  4 -  
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وتكون آخر نقطة  ABCDبصفة متوازية اتجاه رؤوس المضلع  ) ( Zنحرك المستقيم  )7

  .كما يوضحه الشكلB وهي النقطة   ) ( Zالمستقيم يصل إليها 

ومن خلال الشكل  ،ورينبالإنزال على المح هندسيانجد قيم الأزواج لهذه النقطة إما  )8

   ) 3, (2هي    ) B  x2) ,x1نلاحظ إن إحداثيات النقطة 

  :جبريا الحل  نتحقق من أو

وبالتالي نقول بحل جملة معادلتي ،  C1 ،C2تمثل تقاطع المستقيمين   Bحيث ان النقطة 

  :المستقيمين 

2X1+3X2=12 …….  (1) 

2X1+  X2= 8  …….. (2) 

  : فنجد  (1)   من   (2)     نطرح

3X2+X2=12 – 8 

2X2  = 4 

X2     = 2 

  :نجد   (2)وبالتعويض في 

2X1+ 2= 8   

2X1= 8 -  2 

2X1= 6 

X1= 3 

    X1= 3   ، X2=2   :ومنه 

  .وهذا الحل الجبري يتطابقا مع الحل الهندسي
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نعوض قيم نقاط ، )خطوة غير اجبارية في حل التمارين ( ولنتحقق اكثر من الحل  )9

 .المضلع  في دالة الهدف رؤوس 

A              Z = 4 (0)+ 5 )4( = 20 

B              Z = 4 (3)+ 5 (2)  = 22 

C              Z = 4 (4)+ 5 (0 = ) 16 

  Zحققت أكبر قيمة لـ   Bنلاحظ ان النقطة 

 

 .وهي اكبر قيمة لدالة الهدف  Z = 22   نستنتج مما سبق ان )10

 

ي البيا   :الرسم

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

X2 

X1 

Z 
C
2

C

A 
B 

C D 
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 :02مثــال

MAX Z = 2 x1+ 3 x2 

 350≥  x2 + x1 

 125≥  x1 

 600≤  x2 + 2x1 

  x1 , x2 ≥ 0 

  

ي البيا  :الرسم

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

X2 

X1 

Z C2 C1 

A 

B 

C 

C3 



 

37 
 

ي البيا ل ا اصة ا الات   :ا

إن مشكلات البرمجة الخطية بصورة عامة يمكن تطبيقها في مجالات واسعة وبنجاح، إلا أن هناك 

ا، ومن هذه الحالات هيحالا   :ت خاصة يجب مراعا

وهي احتمال وجود أكثر من حل أمثل للمشكلة وكما هو موضح في المثال : تعدد الحلول المثلى/ 1

  :الآتي

  :مثـال

الكمية المتاحة من المواد الخام . ينتج مصنع سلعتين يدخل في إنتاجهما مادتين من المواد الخام

  :من المواد الخام وربح الوحدة موضحة في الجدول الآتيونسب مكونات كل وحدة سلعة 

  

الكميات المتاحة 
بآلاف من المواد 

 الخام
 الأولى الثانية

  السلعـة
  المواد الخام

  الأولى  1  2  40
  الثانية  1  3  45

 ربح الوحدة  5  10   

  

 تحديد الكميات التي تنتج من السلعتين بحيث تحقق أكبر ربح ممكن ولا تتجاوز المطلوب

  . الكميات المتاحة من المواد الخام وذلك باستخدام الطريقة البيانية

تمثل عدد الوحدات المنتجة  X2تمثل عدد الوحدات المنتجة من السلعة الأولى، وأن  X1نفرض أن 

  .من السلعة الثانية

  .X1، X2المشكلة هي إيجاد قيم 

  :الآتي شكلال يأخذ المشكلة يمثل الذي الخطية البرمجة نموذج فإن وعليه
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Max Z = 5X1 + 10X2 

X1+2X2 ≤ 40 

X1+3X2 ≤ 45 

X1, X2 ≥ 0  

  :وكالآتي معادلات إلى القيود تحويل يتم بيانيا المشكلة ولتمثيل

X1+2X2 = 40 …… (1) 

X1+3X2 = 45 …… (2) 

  ).2( ،)1( للمعادلات التقاطع نقاط يبين الآتي الجدول

  

X2  X1   
20  
0  

0  
40  

  )1(المعادلة 

15  
0  

0  
45  

  )2(المعادلة 

  

 مستقيم بخط بينهما نصل ثم X1، X2المحورين على )2( ،)1( للمعادلات التقاطع نقاط تحديد يتم

  :الآتي بالشكل مبين هو وكما
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 والتي الحل مناطق تقاطع منطقة وهي الممكن الحل منطقة تمثل المضللة المنطقة داخل النقاط جميع إن

 أما .الأساسية الحلول فهي  D، C،B ،A والنقاط واحد آن في القيدين تحقق التي قاطالن جميع ضمنها تقع

  .المستقيمين معادلتي بحل عليها الحصول تم C(30,5) المستقيمين بين التقاطع نقطة

  :كالآتي الربح لتعظيم الهدف دالة  في الأربعة الحلول من كل بتعويض وذلك الأمثل الحل تحديد يتم

  

MAX Z=5X1 + 

10X2 
X2  X1 المنطقة  

0  0  0  A 
150  15  0  B 
200  5  30  C* 

200  0  40  D* 

  

       النقطةأن أي .200 إلى مساوية عظمى قيمة الهدف لدالة تحققD،  C النقطتين أن نجد الجدول من

  5 الثانية السلعة ومن وحدة  30 إلى  مساوية وهي  الأولى السلعة من إنتاجها يجب التي الكمية تحدد

X1 0                10                20                30                40                50 

X2 

20 

 

15 
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 حالة في 200 إلى مساوي ربح مقدار تحقق D نقطة كما .200 هو المتحقق الربح ويكون حداتو 

  .وحدة 40 وبمقدار فقط الأولى للسلعة الإنتاج تخصيص

 تكون الهدف دالة أن هو ذلك في السبب ويعود واحد حل من أكثر للمشكلة أن ذلك من يتضح

 على أوضاعه إحدى في الرسم ينطبق الرسم وتحريك لهدفا دالة رسم عند أي الهيكلية، القيود لأحد موازية

  .المثلى الحلول من مجموعة للمشكلة أن يقال وهنا المرسومة المستقيمات أحد

ولتكن  Zولتوضيح هذه الحالة، نرسم دالة الهدف على الشكل المرسوم بعد إعطاء قيمة افتراضية لـ 

  :أي أن 100بمقدار 

MAX Z=5X1 + 10X2 = 100  

مساوية إلى  Zأما إذا فرضنا أن قيمة . النقاط على الرسم نلاحظ أنه يوازي القيد الأولبتعيين 

ذا نستنتج أن أية نقطة تقع على المستقيم  200  C ،Dنلاحظ أنه ينطبق على القيد الأول، و

  .ستكون حلا أمثل للمشكلة

  

  

  

  

  

  

  

  

  

X1 0                10                20                30                40                50 

X2 

20 

 

15 

 

D 
C 
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  :الحلول غير المحدودة/ 2

  :لاحظ ذلك في المثال الآتي. ل مفتوحة وليست مغلقةفي هذه الحالة تكون منطقة الح

  :مثـال

Max Z = 2X1 + 4X2 

4X1+8X2 ≥ 40 

X1 ≥ 6 

X2 ≥ 4 

X1, X2 ≥ 0  

يتم تطبيق الخطوات السابقة وبعد تحويل القيود إلى معادلات ثم إيجاد نقاط تقاطع المستقيمات، 

  :يتم رسم الشكل وكما في أدناه

  

  

  

  

  

  

  

ائية(ل أنه توجد منطقة لا محدودة نلاحظ من خلال الشك تحقق دالة الهدف، فأي نقطة من ) لا 

  هذه المنطقة تحقق دالة الهدف، وبالتالي نقول أنه يوجد عدد غير محدود من الحلول لهذا البرنامج

 

X2 

1      2      3      4      5      6      7      8      9      10      11     

6 

5 

4 

3 

 منطقة الحلول الممكنة

)غیر محدودة(  

X1 
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  :عدم وجود حلول ممكنة/ 3

. طقة حل واحدةفي هذه الحالة تكون منطقة الحل للقيود متعاكسة، أي أن القيود لا تتقاطع في من

  :لاحظ ذلك في المثال الآتي

  :مثـال

Min Z = 20X1 + 15X2 

5X1+10X2 ≤ 25 

5X1+10X2 ≥ 50 

X1, X2 ≥ 0 

وبعد تحويل القيود إلى معادلات ثم إيجاد نقاط تقاطع المستقيمات، يتم رسم الشكل وكما في 

  :أدناه

  

  

  

  

  

  

وبذلك لا نستطيع الحصول على , ائيامن الشكل نلاحظ أن القيدين متعاكسان ولا يتقاطعان 

  .حل مقبول لهذه المشكلة

  

 

X2 

1      2      3      4      5      6      7      8      9      10      11     

6 

5 

4 

3 

2 

X1 

 لا توجد منطقة حلول
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  :)حياد أحد القيود(الانحلال / 4

عند تعدد القيود فإنه يمكن أن نجد أحد مستقيمات هذه القيود لا يلمس منطقة الحل الممكن في  

نامج دون أن أية نقطة، وفي هذه الحالة يكون هذا القيد حيادياً تماماً، حيث يمكن حذفه كلية من البر 

  :يؤثر ذلك على النظام، وتظهر هذه الحالة كما في الشكل الآتي

  

   

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 

 

X1 

15 

10 

6 
5 

0 5 10 12 
A 

B 
C 

D 

X2 

ديقید حیا  
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اخرى    :مســــــــــــــــائل

  :01تمرين 

إذا كان ربح   رفةـبغية مع مؤسسة صناعية تنتج أجهزة الطبخ الكهربائية وأجهزة الطبخ الغازية،

  .دج30لحاسب العلمي الواحد هو دج و ربح ا 25الحاسب التجاري الواحد هو 
قامت بجمع البيانات  كنمالكميات الواجب إنتاجها من كلا النوعين لتحقيق أعظم ربح مـ

   :التالية

ا المنتوجان -1  الإعداد ةـال، وورشــعم5 يمران عبر ورشتين اساستين، هما ورشة التركيب يعمل 

ا     .ساعات 8عامل هي  كلـوى لصالقاليومي عمال، طاقة العمل 4النهائي ويعمل 

لثانية، ا الورشة ل فيساعة عم 2 والأولىساعات عمل في الورشة  4يتطلب  الأولالمنتوج  إن -2

  . الورشة الثانية اعات عمل فيالأول وس ــةــساعة عمل في الورشـ 2بينما المنتوج الثاني يتطلب 

الواحد  سعر المنتوجو  جد  200دج ويكـلف  500هو  الأولنتوج الواحد من النوع سعر الم -3

   .دج 100دج ويكلف  300من النوع الثاني هو 
   :المطلوب
ü اكتب البرنامج الخطي الذي من شانه تعظيم ربح المؤسسة . 
ü  حبـمن كلا النــوعين لتعظيم ر  إنتاجهاباستعمال الطريقة البيانية ، اوجد الكميات الواجب 

  .المؤسسة

  :02تمرين 

  :ينتج نموذجين من الآلات الحاسبة همامصنع للالكترونيات الصغيرة 

 الحاسب العلمي -2.  الحاسب التجاري -1

  :أقسام هي  3كل نوع من الحاسبين يمر عبر 

  .ساعة عمل يوميا 55عدد ساعات العمل المتاحة به هو : قسم التسليك -

  .ساعة عمل يوميا 72عدد ساعات العمل المتاحة به هو : قسم التجميع -

  .ساعة عمل يوميا 20د ساعات العمل المتاحة به هو عد: قسم الاختبار -

ساعة عمل في قسم  12ساعة عمل في قسم التسليك و  2الحاسب التجاري الواحد يتطلب 

  .ساعة عمل في قسم الاختبار 2التجميع و 
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ساعات عمل في قسم  6ساعات عمل في قسم التسليك،  4الحاسب العلمي الواحد يتطلب 

  في قسم الاختبار ساعات عمل 4التجميع ، و

  دج30دج و ربح الحاسب العلمي الواحد هو  25إذا كان ربح الحاسب التجاري الواحد هو 
  :المطلوب
ü اكتب البرنامج الخطي الذي من شأنه تعظيم ربح المصنع.  
ü  اوجد الكميات الواجب إنتاجها من كلا النوعين والتي تجعل الربح في أعظم قيمة باستخدام

  .الطريقة البيانية
ü دد الطاقات غير المستغلة في كل قسم، إن وجدتح.  

  : 30تمرين 

  :باستخدام الطريقة البيانية اوجد حل للبرامج التالية

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

Max Z = 10x1+20x2                    Max Z = x1+x2 
         5x1+3x2 ≤ 15                           2x1+2x2 ≤ 2 
         2x1+4x2 ≤ 8                             2x1-2x2 ≤ 2          
         x1+x2 ≤ 4                   x1+x2 ≤ 5 
         x1 ≥ 0, x2 ≥ 0                          x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 
Max Z = 4x1+3x2                         Max Z = 150x1+200x2 
         x1+3.5x2 ≤ 9                           20x1+30x2 ≤ 240 
         2x1+x2 ≤ 8                              10x1+25x2 ≤ 500          
         x1+x2 ≤6                  15x1+40x2 ≤ 550 
         x1 ≥ 0, x2 ≥ 0                          x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 
Min Z = 20x1+30x2                     Min Z = 25x1+30x2 
         2x1+14x2 ≥ 4                         4x1+7x2 ≥ 1 
         16x1+10x2 ≥8                        8x1+5x2 ≥ 3           
         3x1+9x2 ≥6                 6x1+9x2 ≥ -2 
         x1 ≥ 0, x2 ≥ 0                        x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 
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  : الثالثفصلال

نحل اـــــــــــــــــــــــــــــــــــامـال   طيـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــج

قة   simplexeبطر
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إن الطريقة المبسطة هي وسيلة رياضية ذات كفاءة عالية في استخراج الحلول المثلى لمشكلات البرمجة 

  .الخطية بصورة عامة

ذه الطريقة، وبسبب إمكانية بر  مجة المعلومات لمشكلات البرمجة الخطية على الحاسبة الإلكترونية 

  .أدى ذلك إلى انتشار استخدام هذه الطريقة على مدى واسع وبصورة كبيرة

  :سيتم الاستعانة بالمثال الآتي, ولغرض شرح خطوات هذه الطريقة

  :01مثـال

  :Simplexeباستخدام الطريقة المبسطة أوجد الحل الأمثل لمشكلة البرمجة الخطية الآتية  

Max Z = X1 + 3X2 

X1 ≤ 5 

X1+2X2 ≤ 5 

X2 ≤ 4 

X1, X2 ≥ 0  

يتم تحويل نموذج البرمجة الخطية أعلاه إلى النموذج : تحويل نموذج البرمجة الخطية إلى النموذج القياسي /1

  : لات كالآتيأي تحويل المتباينات إلى معاد, القياسي وذلك بإضافة المتغيرات المكملة

Max Z = X1 + 3X2 = 0 

X1+ Xe
 3 = 5 

X1+2X2 Xe
 4 = 5 

X2 + Xe
 5 = 4 

X1, X2 ≥ 0  
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يتم تكوين الجدول الأساسي وترتب البيانات حيث تمثل المتغيرات : )الأولي(تكوين الجدول الأساسي /2

  :التالي كالآتي المكملة متغيرات أساسية والمتغيرات القرارية متغيرات غير أساسية كما في الجدول

  

B  Xe
 5  Xe

 4  Xe
 3  X2  X1  V.B  

5  0  0  1  0  1  Xe
 3  

10  0  1  0  2  1  Xe
 4  

4  1  0  0  1  0  Xe
 5  

0  0  0  0  3  1  Z  
   

لغرض تحديد المتغير الداخل وما دامت المشكلة هي تعظيم فإننا نبحث عن : تحديد المتغير الداخل /3

في صف دالة )  سالبةإننا نبحث عن أكبر قيمة في حالة كون دالة الهدف تقليل ف(  موجبةأكبر قيمة 

سيكون المتغير  X2لدلك فإن , X2والتي تمثل معامل ) 3+(هي  وجبالهدف ونلاحظ أكبر قيمة  بالم

  .يسمى بالعمود الداخل X2الداخل وعمود 

عناصر على ال) Bi(يتم تحديد المتغير الخارج بعد قسمة عناصر العمود الثابت : تحديد المتغير الخارج /4

عدا دالة الهدف  ) مع إهمال المتغيرات ذات القيم السالبة والصفرية( X2المناظرة له في العمود الداخل 

  : كالآتي

  يُهمل 5/0  ،  10/2  ،  4/1

Xeلذلك فإن الصف  4إن أقل نسبة هي 
Xeالصف في ) 1(هو المتغير الخارج، وأن العنصر  5 

هو   5 
و المعامل الذي يتقاطع عنده عمود المتغير الداخل مع صف المتغير العنصر المحوري ه(العنصر المحوري 

  ).الخارج
ولغرض إيجاد قيم الصف المحوري، يتم تقسيم قيم الصف للمتغير الخارج : إيجاد قيم الصف المحوري /5

وفي مثالنا نقسم قيم الصف للمتغير الخارج . وذلك للحصول على الصف المحوري. على العنصر المحوري

Xe
والصف المحوري في هذه , X2وذلك للحصول على الصف المحوري ) 1(على العنصر المحوري  5 

  : الحالة هو
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0      1       0       0       1       4 

  ثم يتم ترتيب النتائج في الجدول

  :لإيجاد بقية صفوف جدول الحل الجديد نستخدم الصيغة الآتية: إيجاد بقية صفوف الجدول /6

عنصر الصف القديم الواقع في عمود المتغير ( - عناصر الصف القديم = الجديد عناصر الصف 

  .عناصر الصف المحوري  ×)الداخل

Xe   نلاحظ أن قيم المتغير
بقيت على حالها وكما هو واضح في الجدول ، وذلك لأن عنصر 3 

Xe  أما عناصر الصف للمتغير . الصف الواقع في عمود المتغير الداخل مساويا إلى صفر
فيتم إيجادها 4 

Xeوذلك بضرب عنصر الصف 
والواقع في عمود المتغير الداخل في عناصر الصف المحوري ثم طرحها  4 

Xeمن عناصر الصف 
  .القديم  4 

10  0  1  0  2  1  Xe
 4  

8  2  0  0  2  0    

2  -2  1  0  0  1    

  

واقع في وال Zإذ نقوم بضرب عنصر الصف . فيتم إيجاد قيمها بنفس الطريقة Zأما قيم الصف 

  لقديمةا Zعمود المتغير الداخل في عناصر الصف المحوري ثم طرحها من عناصر الصف 

  

0  0  0  0  3  1  Z 

-12  -1  0  0  -3  0    

-12  -1  0  0  0  1    
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Bi  Xe
 5  Xe

 4  Xe
 3  X2  X1  V.B  

5  0  0  1  0  1  Xe
 3  

2  -2  1  0  0  1  Xe
 4  

4  1  0  0  1  0  X2  
-12  -1  0  0  0  1  Z  

  

فإننا لم نصل إلى الحل الأمثل وبذلك  موجبةدف لا تزال تحتوي على قيمة وبما أن قيم دالة اله

  .نستمر بالحل بتكرار الخطوات السابقة حتى نصل إلى الحل الأمثل

ولتحديد المتغير الخارج نقسم عناصر عمود . X1وعليه ومن الجدول نجد أن المتغير الداخل هو 

  :كالآتي  X1د الداخل على العناصر المناظرة له في العمو  )Bi(الثابت 

 يُهمل  4/0  ،  2/1   ،   5/1

Xe لذلك فإن المتغير  2نجد أن أقل نسبة هي 
هو العنصر ) 1(هو المتغير الخارج، وأن العنصر 4 

  .المحوري

  

Xeنقسم قيم الصف للمتغير الخارج 
وذلك للحصول على الصف ) 1(على العنصر المحوري  4 

  :الحالة هو ، والصف المحوري في هذهX1المحوري 

  1       0       0        1      -2       2      

وذلك لأن عنصر التالي بقيت على حالها كما هو واضح في الجدول  X2نلاحظ أن قيم المتغير 

Xeأما عناصر الصف للمتغير . الصف الواقع في عمود المتغير الداخل مساويا إلى صفر
فيتم إيجادها  3 

Xeوذلك بضرب عنصر الصف 
والواقع في عمود المتغير الداخل في عناصر الصف المحوري ثم طرحها   3 

Xeمن عناصر الصف 
  . القديم 3 
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5  0  0 1  0  1  Xe
 3  

2  -2  1  0  0  1    

3  2  -1  1  0  0    

  

والواقع في  Zإذ نقوم بضرب عنصر الصف . فيتم إيجاد قيمها بنفس الطريقة Zأما قيم الصف 

  .القديمة Zالصف المحوري ثم طرحها من عناصر الصف  عمود المتغير الداخل في عناصر

12  3 -  0  0  0  +1  Z 

2  2  -1  0  0  -1   

14  -1  -1 0  0  0    

  

وكما هو موضح في  Zj ≤ 0و أصفار، أي  سالبةأصبحت  zنلاحظ أن جميع قيم الصف 

  .وبذلك نكون قد توصلنا إلى الحل الأمثل ،الجدول

  

Bi  Xe
 5  Xe

 4 Xe
 3  X2  X1  V.B  

3  2  -1  1  0  0  Xe
 3  

2  -2  1  0  0  1  X1  
4  1  0  0  1  0  X2  

14  1 -  1 -  0  0  0  Z  
  

              X1= 2  ,  X2= 4      ,  Z=14 :الحل الأمثل هو
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  :02مثال 

  :ليكن لدينا المثال التالي

MAX Z = X1 + 2X2 + 3X3+2 X4 

 2X1 + X2 + 2X3+3 X4≤ 150 

3X1 + 4X2 + 2X3+ 4X4≤ 120 

        Xi ≥ 0 

  النموذجي هو الشكل

MAX Z = X1 + 2X2 + 3X3+2 X4 

 2X1 + X2 + 2X3+3 X4+ Xe
5 =150 

3X1 + 4X2 + 2X3+ 4X4+ Xe
6 =120 

        Xi ≥ 0 

b  Xe
 6   5 Xe  X4  X3  X2  X1    

150  1  1  3  2  1  2  5 Xe  
120  1  0  4  2  4  3  Xe

6    
0  0  0  2  3  2  1  Z  
  

b  Xe
 6   5 Xe  X4  X3  X2  X1    

30  -1  -1  -1  0  -3  -1  5 Xe  
60  1/2  0  2  1  2  3/2  X3  

-180  -3/2  0  -4  0  -4  -7/2  Z  
  

  :الحلول هي

X1 = 0      X2 = 0       X3 = 60     X4 = 0     Z = /-180/= 180 
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II-3 -4 . الكبرى ) م(طريقةBig (M):  

 لاحظنا في المثال السابق استخدام المتغيرات المكملة في حالة كون القيود على شكل متباينات أقل

ولكن هناك الكثير من مشاكل البرمجة الخطية التي لا . ودالة الهدف هي التعظيم) ≥(من أو يساوي 

إن هذه المشاكل تتضمن على الأقل . نستطيع باستخدام المتغيرات المكملة إيجاد الحل الأساسي الأولي

لهدف هي دالة أو دالة ا(=) أو إشارة مساواة ) ≤(على قيد يحتوي على إشارة أكبر من أو يساوي 

في هذه الحالة نضيف إلى القيود التي تحتوي على إشارة مساواة أو أكبر من أو يساوي متغير آخر .تقليل

  .يسمى المتغير الاصطناعي

 two(أو طريقة المرحلتين  Big (M)الكبرى ) م(لحل مثل هذه المشاكل نستخدم طريقة 

phase .( الأكثر شيوعاً واستخداماً لكننا سنركز على الطريقة الأولى باعتبارها . 

  .سيتم الاستعانة بالمثال الآتي لشرح هذه الطريقة

  : 03مثـال

  :Big (M)أوجد الحل الأمثل لمشكلة البرمجة الخطية الآتية باستخدام طريقة 

Min Z = 5X1 + 7X2 

X1+2X2 = 50 

X1         ≥ 20 

X2 ≤ 20 

X1, X2 ≥ 0 

 :لقياسي وذلك بإضافة المتغيرات المكملة يتم تحويل قيود النموذج إلى النموذج ا

  :القيد الأول والذي هو بصيغة مساواة فنستخدم المتغير الاصطناعي في المعادلة فيصبح

X1+2X2+ Xa
3=50  
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فيُعالج بطرح المتغير المكمل منه بدلا من إضافته  )≤(أما بالنسبة للقيد الثاني والذي هو بصيغة 

  :بالشكل التالي

X1- Xe
4 = 20 

ذه الحالة يجب الانتباه إلى أحد الشروط الأساسية في مسائل البرمجة الخطية وهو شرط عدم في ه

فإن ) X1=0(ففي حالة افتراض أن . إذ نلاحظ أن معالجة القيد الثاني لا تلبي الشرط المذكور. السلبية

Xe(قيمة
نحافظ وهذا غير منطقي، لذلك وجب معالجة الحالة وذلك بإضافة متغير آخر لكي ) 20-=4

  : ويطلق على هذا المتغير بالمتغير الاصطناعي وبذلك يصبح القيد الثاني بالشكل. على شرط عدم السلبية

X1- Xe
4+ Xa

5 = 20 

  :يتم تحويله كالآتي) ≥(فبالنسبة للقيد الثالث والذي هو بصيغة 

X2+ Xe
6 = 20 

 Min(لى دالة الهدف وحتى يكون الحل الأمثل صحيحا يجب إضافة هذه المتغيرات الاصطناعية إ

Z ( ا في قيمة ثابتة   : وهي قيمة كبيرة جدا فتصبح دالة الهدف كالآتي Mبعد ضر

Min Z = 5X1+7X2+M Xa
3+M Xa

5 

  :وبذلك تصبح صيغة النموذج للبرمجة الخطية كالآتي

  

Min Z = 5X1+7X2+M Xa
3+M Xa

5 

X1+2X2+ Xa
3 = 50 

X1- Xe
4+ Xa

5 = 20  

X2+ Xe
6 = 20 

X1, X2 ≥ 0 
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Xaولأن  
3 ، Xa

متغيرات أساسية في القيود يجب أن يكون معاملها في دالة الهدف في الحل 5

  :الأول يساوي صفرا لذلك يجب التعويض عنها في دالة الهدف من القيدين الأول والثاني حيث

Xa
3 = 50-X1-2X2 

Xa
5 = 20-X1+ Xe

4 

  :وتصبح دالة الهدف كالآتي

Z = 5X1+7X2+M Xa
3+M Xa

5 

Z = 5X1+7X2+M(50-X1-2X2)+M(20-X1+ Xe
4) 

  

  :وبعد تبسيط المعادلة نحصل على

Z = (5-2M)X1+(7-2M)X2+M Xe
4=70M 

  :لهذه المشكلة وكالآتي) الأولي(أدناه يبين الحل الأساسي  لالجدو و 

  

Bi  Xe
6  Xa

5  Xe
4  Xa

3  X2  X1  V.B  
50  0  0  0  1  2  1  Xa

3  
20  0  1  -1  0  0  1  Xa

5  
20  1  0  0  0  1  0  Xe

6  
-70M  0  0  +M  0  7-2M  5-2M  Z  

أما تحديد المتغير . Zقيمة في الصف  قللأنه يقابل أ X1وفي مثالنا هذا إن المتغير الداخل هو 

الخارج فنستخدم نفس الأسلوب الذي تم إتباعه في الحل بالطريقة المبسطة وذلك بقسمة عمود الثابت 

وفي مثالنا نلاحظ أن . المتغير الخارج على عناصر العمود الداخل وأن أقل القيم تحدد الصف الذي يمثل

Xaالمتغير الخارج هو 
Xaوسيتم شطب جميع عناصر عمود   5

  .في الجدول الموالي 5



 

56 
 

  :وبالاعتماد على نفس الخطوات الموضحة في الحل بالطريقة المبسطة نحصل على الجدول الآتي

Bi  Xe
6  Xa

5  Xe
4  Xa

3  X2  X1  V.B  
30  0  /  0  1  2  0  Xa

3  
20  0  /  -1  0  0  1  X1  
20  1  /  0  0  1  0  Xe

6  
+100+30M  0  / -5+M  0  7-2M  0  Z  

، لذلك نستمر بالحل ما دامت هناك قيم سالبةلا يزال يحتوي على قيم  Zنلاحظ أن صف 

, X2وهو  السابق للجدولوبنفس الطريقة السابقة يتم تحديد المتغير الداخل . Zفي الصف الأخير سالبة

Xaأما المتغير الخارج فهو 
  : ل التاليالخطوات السابقة نحصل على الجدو طبيق نفس وبت ،3

 

 

  

Bi  Xe
6  Xa

5  Xe
4  Xa

3  X2  X1  V.B  
15  0  /  1/2  /  1  0  X2 
20  0  /  -1  /  0  1  X1  
5  1  /  -1/2  /  0  0  Xe

6  
205  0  / +3/2  /  0  0  Z  

  

  :إذا نكون قد حصلنا على الحل الأمثل وهو, موجبة Zمن الجدول  نلاحظ أن جميع قيم الصف 

X1=20   ,   X2=15   ,    Z=205 
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  :الحالات الخاصة في طريقة السمبلكس

  الجدول التالي يلخص هذه الحالات مقارنة بالحل البياني

  

  السمبلكس  الحل البياني  

عند ازاحة مستقيم دالة الهدف   تعدد الحلول

)(z  فانه يلامس على الاقل

  نقطتين في نفس الوقت

Xe  غير الاساسي معامله

في  z)(ر في سطر يساوي الصف

  .جدول الحل المثل الاخير

يكون موجود ضمن خانة  Xa  نقوم بشطب جميع مناطق الحل  لايوجد حل

المتغيرات الاساسية في العمود 

  .الايسر من الجدول الاخير

لا نستطيع اختيار سطر   مجال مفتوح  لا نهائي الحلول

) المتغيرة الخارجة( الارتكاز 

غير وذلك لوجود قيم سالبة او 

على عمود  bمعرفة عند قسمة 

  الارتكاز
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  :مسائل اخرى

  :01تمرين 

  :حل بطريقة السمبلكس مايلي

1) MAX Z = 20X1 + 25X2  

2X1 + 3X2 ≤ 40 

X1 + 2X2 ≤ 20 

3X1 + X2 ≤ 30 

X1 ≥ 0 , X2 ≥ 0  

2) MAX Z = 2X1 + 4X2  

4X1 + 8X2 ≤ 40 

X1 ≤ 6 

X2 ≤ 4 

X1 ≥ 0 , X2 ≥ 0  

3) MAX Z = X1 + 2X2 + 4X3 

 2X1 + X2 + 2X3≤ 100 

 2X1 + 4X2 + 2X3≤ 60 

X1 ≥ 0 , X2 ≥ 0 , X3 ≥ 0  

4) MAX Z = 3X1 + 5X2  

X1 ≤ 4 

2X2 = 12 

3X1 + 2X2 ≥ 18 

X1 ≥ 0 , X2 ≥ 0 
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5) MIN Z = 10X1 + 30X2  

3X1 + 2X2 ≥ 6 

6X1 + X2 ≥ 6 

X2 ≥ 2 

X1 ≥ 0 , X2 ≥ 0  

6) MIN Z =-3 X1 + 5X2 -2X3 

 X1 + 2X2 + X3 ≤ 20 

 X1 + X2 + 2X3 ≤ 30 

2X1 + 4X2 + 3X3 ≤40 

X1 ≥ 0 , X2 ≥ 0 , X3 ≥ 0  

7) MIN Z = 5X1 + 7X2  

X1 + 2X2 = 50 

X1 ≥  20 

X2 ≤  20 

X1 ≥ 0 , X2 ≥ 0  

8) MIN Z = 2X1 + 3X2  

X1 + 2X2 ≤ 6 

2X1 + 2X2 ≥ 4 

X1 + X2 = 3 

X1 ≥ 0 , X2 ≥ 0  
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  :02تمرين

ل مسألة التعظيم ، وبافتراض انه تم اختيار المتغير الداخل من ضمن باستخدام طريقة السمبليكس لح

المتغيرات غير الأساسية بحيث كان معامل دالة الهدف موجبا، ولكنه ليس أعلى قيمة، فهل يمكن 

  الوصول إلى الحل الأمثل؟ برر إجابتك؟

  03تمرين

وفي حالة التدنئة  M-  عظيموضح السبب في كون معامل دالة الهدف للمتغير الاصطناعي في حالة الت

+M؟  

  :04تمرين

  .السابقة  سائلالمباستخدام طريقة السمبليكس، اوجد حلول جميع 

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 

61 
 

  

  :حل التمرين الاول

  :01رقم  الخطي البرنامج

MAX Z = 20X1 + 25X2  

2X1 + 3X2 ≤ 40 

X1 + 2X2 ≤ 20 

3X1 + X2 ≤ 30 

X1 ≥ 0 , X2 ≥ 0  

  :الصيغة النموذجية هي

MAX Z = 20X1 + 25X2  

2X1 + 3X2+ Xe
3  = 40 

X1 + 2X2+ Xe
4  = 20 

3X1 + X2+ Xe
5  = 30 

X1 ≥ 0 , X2 ≥ 0  

 

 

  

  Xe
5  Xe

4  Xe
3  X2  X1    

40  0  0  1  3  2  Xe
3  

20  0  1  0  2  1  Xe
4  

30  1  0  0  1  3  Xe
5  

  0  0  0  25  20    
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  Xe
5  Xe

4  Xe
3  X2  x1    

10  0  -3/2  1  0  1/2  Xe
3  

10  0  1/2  0  1  1/2  X2  
20  1  -1/2  0  0  5/2  Xe

5  
-250  0  -25/2  0  0  15/2    

 

 

  Xe
5  Xe

4  Xe
3  X2  x1    

6  -1/5  -7/5  1  0  0  Xe
3  

6  -1/5  3/5  0  1  0  X2  
8  2/5  -1/5  0  0  1  X1  

-310  -3  -11  0  0  0    
  

  

  :الحلول هي 

X1 = 8      X2 = 6     Z = /-310/ = 310 

 :02رقم  الخطي البرنامج

MAX Z = 2X1 + 4X2  

4X1 + 8X2 ≤ 40 

X1 ≤ 6 

X2 ≤ 4 

X1 ≥ 0 , X2 ≥ 0  
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  :الصيغة النموذجية هي

MAX Z = 2X1 + 4X2  

4X1 + 8X2 + Xe
3  = 40 

X1+ Xe
4  = 6 

X2+ Xe
5  = 4 

         X1 ≥ 0 , X2 ≥ 0  
 
 

  Xe
5  Xe

4  Xe
3  X2  X1    

40  0  0  1  8  4  Xe
3  

6  0  1  0  0  1  Xe
4  

4  1  0  0  1  0  Xe
5  

0  0  0  0  4  2    
 

  Xe
5  Xe

4  Xe
3  X2  X1    

8  -8  0  1  0  4  Xe
3  

6  0  1  0  0  1  Xe
4  

4  1  0  0  1  0  X2  
-16  -4  0  0  0  2    

 

  Xe
5  Xe

4  Xe
3  X2  X1    

2  -2  0  1/4  0  1  X1  
4  2  1  -1/4  0  0  Xe

4  
4  1  0  0  1  0  X2  

-20  0  0  -1/2  0  0    
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  :الحلول هي 

X1 = 2      X2 = 4     Z = /-20/ = 20 

 :03رقم  الخطي البرنامج

 

MAX Z = X1 + 2X2 + 4X3 

 2X1 + X2 + 2X3≤ 100 

 2X1 + 4X2 + 2X3≤ 60 

X1 ≥ 0 , X2 ≥ 0 , X3 ≥ 0  

  : وذجية هيالنمالصيغة 

MAX Z = X1 + 2X2 + 4X3 

 2X1 + X2 + 2X3+ Xe
4  =100 

 2X1 + 4X2 + 2X3+ Xe
5  = 60 

X1 ≥ 0 , X2 ≥ 0 , X3 ≥ 0  

 

  Xe
5  Xe

4  X3  X2  X1    
100  0  1  2  1  2  Xe

4  
60  1  0  2  4  2  Xe

5  
0  0  0  4  0  1    
  

  Xe
5  Xe

4  X3  X2  X1    
40  -1  1  0  -3  0  Xe

4  
30  1/2  0  1  2  1  X3  

-120  -2  0  0  -6  -3    
  :الحلول هي 
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X1 = 0      X2 = 0    X3 = 30       Z = /-120/  =120 

 

  :04رقم  الخطي البرنامج

MAX Z = 3X1 + 5X2  

X1 ≤ 4 

2X2 = 12 

3X1 + 2X2 ≥ 18 

X1 ≥ 0 , X2 ≥ 0 

  : نموذجية هيالالصيغة 

MAX Z = 3X1 + 5X2 – M Xa
4  – M Xa

6 

X1 + Xe
3 = 4 

2X2 + Xa
4 = 12 

3X1 + 2X2 – Xe
5+ Xa

6 = 18 

X1 ≥ 0 , X2 ≥ 0 

MAX Z = 3X1 + 5X2 – M(12 –2X2 ) – M(18 –3X1–2X2+ Xe
5  )                    

= 3X1 + 5X2 – M(12 –2X2 ) – M(18 –3X1–2X2+ Xe
5  )                    

= 3X1 + 5X2 – 12M + 2M X2– 18M +3M X1+2 M X2– M Xe
5   

( = 3+3M)X1 + ( 5+4M)X2 – M Xe
5 – 30M   

 

 X1  X2  Xe
3  Xa

4  Xe
5  Xa

6   

Xe
3 1 0 1 0 0 0 4 

Xa
4 0 2 0 1 0 0 12 
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Xa
6  3 2 0 0 -1 +1 18 

 3+3M 5+4M 0 0 -M 0 30M 

 

 X1  X2  Xe
3  Xa

4  Xe
5  Xa

6   

Xe
3 1 0 1 / 0 0 4 

X2 0 1 0 / 0 0 6 
Xa

6  3 0 0 / -1 1 6 
 3+3M 0 0 / -M 0 -30+6M 

  

 X1  X2  Xe
3  Xa

4  Xe
5  Xa

6   

Xe
3 0 0 1 / 1/3 / 2 

X2 0 1 0 / 1/2 / 6 
X1  1 0 0 / -1/3 / 2 

 0 0 0 / 1 / -36 

  

 X1  X2  Xe
3  Xa

4  Xe
5  Xa

6   

Xe
5 0 0 3 / 1 / 6 

X2 0 1 -3/2 / 0 / 6 
X1  1 0 1 / 0 / 4 

 0 0 -3 / 0 / -42 

  

  :الحلول هي 

X1 = 4      X2 = 6     Z = /-42/ = 42 
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 :05رقم  الخطي البرنامج

MIN Z = 10X1 + 30X2  

3X1 + 2X2 -Xe
3 ≥ 6 

6X1 + X2 ≥ 6 

X2 ≥ 2 

Xi ≥ 0   

  : الصيغة النموذجية هي

MIN Z = 10X1 + 30X2 + MXa
4 + MXa

6 + MXa
8 

3X1 + 2X2 – Xe
3+ Xa

4 = 6 

6X1 + X2 – Xe
5+ Xa

6 = 6 

X2 – Xe
7+ Xa

8 =2 

Xi ≥ 0   

MIN Z = 10X1 + 30X2 + M(6 –3X1–2X2+ Xe
3  ) 

                                      + M(6 –6X1–X2+ Xe
5  ) 

                                                + M(2 –X2+ Xe
7  )  

MIN Z = 10X1 + 30X2 + (M 6 –3 M X1–2 M X2+ M Xe
3  ) 

                                      + (M 6 –6 M X1– M X2+ M Xe
5  ) 

                                                + (M 2 – M X2+ M Xe
7  )  

MIN Z = (10–9M) X1 + (30–4M) X2+ M Xe
3 + M Xe

5 + M Xe
7    

              +14M               
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  Xa
8  Xe

7  Xa
6  Xe

5  Xa
4  Xe

3  X2  X1    
6  0  0  0  0  +1  -1  2  3  Xa

4  
6  0  0  +1  -1  0  0  1  6  Xa

6  
2  +1  -1  0  0  0  0  1  0  Xa

8  
  0  M  0  M  0  M  30–

4M  
10–
9M  

  

 
 
 
  Xa

8  Xe
7  Xa

6  Xe
5  Xa

4  Xe
3  X2  X1    

3  0  0  /  1/2  1  -1  3/2  0  Xa
4  

1  0  0  /  -1/6  0  0  1/6  1  X1  
2  1  -1  /  0  0  0  1  0  Xa

8  
-10-
5M  

0  M  /  10-
3M/6  

0  M  130-
15M/6 

0    

 

 

  Xa
8  Xe

7  Xa
6  Xe

5  Xa
4  Xe

3  X2  X1    
2  0  0  /  1/3  /  -2/3  1  0  X2  

2/3  0  0  /  -2/3  /  1/3  0  1  X1  
0  1  -1  /  -1/3  /  2/3  0  0  Xa

8  
-

200/3  
0  m  /  -

70+3m/9  
/    0 0    
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  Xa
8  Xe

7  Xa
6  Xe

5  Xa
4  Xe

3  X2  X1    
2    0  /  0  /  0  1  0  X2  

2/3    1/2  /  -1/2  /  0  0  1  X1  
0    -3/2  /  -1/2  /  1  0  0  Xe

3  
-

200/3  
  85/3  /  5/3  /  0  0 0    

 

  :الحلول هي 

X1 = 2/3      X2 = 2     Z = /-200/3/ = 200/3 

 

 :06رقم  الخطي البرنامج

MIN Z =-3 X1 + 5X2 -2X3 

 X1 + 2X2 + X3 ≤ 20 

 X1 + X2 + 2X3 ≤ 30 

2X1 + 4X2 + 3X3 ≤40 

X1 ≥ 0 , X2 ≥ 0 , X3 ≥ 0  

 

  : الصيغة النموذجية هي

MIN Z = –3 X1 + 5X2 –2X3 

 X1 + 2X2 + X3 + Xe
4   =20 

 X1 + X2 + 2X3 + Xe
5  = 30 

2X1 + 4X2 + 3X3 + Xe
6  = 40 
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X1 ≥ 0 , X2 ≥ 0 , X3 ≥ 0  

 

 X1  X2  X3  Xe
4  Xe

5  Xe
6   

Xe
4 1 2 1 1 0 0 20 

Xe
5 1 1 2 0 1 0 30 

Xe
6 2 4 3 0 0 1 40 
 -3 5 -2 0 0 0 0 

 
 
 X1  X2  X3  Xe

4  Xe
5  Xe

6   
X1 1 2 1 1 0 0 20 

Xe
5 0 -2 1 -1 1 0 10 

Xe
6 0 0 1 -2 0 1 0 
 0 11 1 3 0 0 60 

 

  :الحلول هي 

X1 = 20      X2 = 0       X3 = 0                Z= 60 

 

 

 :07رقم  الخطي البرنامج

MIN Z = 5X1 + 7X2  

X1 + 2X2 = 50 

X1 ≥  20 

X2 ≤  20 

X1 ≥ 0 , X2 ≥ 0 
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  :08رقم  الخطي البرنامج

MIN Z = 2X1 + 3X2  

X1 + 2X2 ≤ 6 

2X1 + 2X2 ≥ 4 

X1 + X2 = 3 

X1 ≥ 0 , X2 ≥ 0  

  : الصيغة النموذجية هي

MIN Z = 2X1 + 3X2 +M Xa
5 +M Xa

6 

X1 + 2X2 + Xe
3= 6 

2X1 + 2X2 – Xe
4+ Xa

5= 4 

X1 + X2 + Xa
6= 3 

         Xi ≥ 0  

MIN Z = 2X1 + 3X2 +M ( 4 -2X1 - 2X2 + Xe
4 )  

                                 +M ( 3 -X1 - X2 ) 

MIN Z = 2X1 + 3X2 + ( 4 M -2 M X1 - 2 M X2 + M Xe
4 )  

 +                                     ( 3M  - M X1 - M X2 ) 

MIN Z = (2–3M) X1 + (3–3M) X2+ M Xe
4 +7M               
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  Xa
6  Xa

5  Xe
4  Xe

3  X1  X1    
6  0  0  0  1  2  1  Xe

3  
4  0  1  -1  0  2  2  Xa

5  
3  1  0  0  0  2  1  Xa

6  
-7M  0  0  M  0  3–3M  2–3M    

  

  Xa
6  Xa

5  Xe
4  Xe

3  X1  X1    
4  0  /  1/2  1  1  0  Xe

3  
2  0  /  -1/2  0  1  1  X1  
1  1  /  1/2  0  0  0  Xa

6  
-4-M  0  /  2-M/2  0  1  0    

  

  Xa
6  Xa

5  Xe
4  Xe

3  X1  X1    
3  /  /  0  1  1  0  Xe

3  
3  /  /  0  0  1  1  X1  
2  /  /  1  0  0  0  Xe

4  
-6  /  /  0  0  0  0    

  

  :الحلول هي 

X1 = 3      X2 = 0                Z= /-6/ = 6 
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ع الرا  الفصل

المرافق نامج ال أو   الثنائية
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 : .... برنامج ثنائي مرتبط بالمتغيرات   Xn .......X1, X2 ,: لكل برنامج خطي مرتبط بالمتغيرات

Ym   ......2 Y ,1 Y  مشتق منــه معرف حسب الحالة كما يلي:  

 إذا كان البرنـــــــــامج الأولي بالشكل المصفوفي في صيغته القانونية التالية :ثنائية الصيغ القانونية: أولا 

 

Max: Z = C X 

 A X ≤B 

X≥ 0 

 :يكتب كما يليفإن برنامجه الثنائي 

 

Min: Z = B' Y 

 A' Y ≥C' 

Y≥ 0 

  :فلإيجاد البرنامج الثنائي لأي برنامج أولي في صيغتــــــه القانونيـــــــة نتبع الخطوات التالية

ا تتحول الى  Minتقلب صيغة دالة الهدف، إذا كانت الصيغة في البرنامج الاولي هي  - 1 فإ
Max ــــائ ـــــامج الثنـــ ا  Maxي، و إذا كانت الصيغة في البرنامج الأولي هي في البرنـــ فإ

 .في البرنامج الثنائي Minتتحول الى 

تتحول الى  أكبر أو تساوي، و  Maxتتعاكس المتراجحات، بحيث أقل أو تساوي في حالة  - 2
ــــــول الى أقل أو تساوي Minأكبر أو تساوي في حالة   .تتحـ

فان متغيرات البرنامج     Xn .......X1, X2 ,: ياذا كانت متغيرات البرنامج الاولي ه - 3
 .هي عدد قيود البرنامج الاولي mحيث  Ym   ......2 Y ,1 Y:  الثنائي هي

 .عمود الثوابت في البرنامج الاولي يتحول الى معاملات متغيرات دالة الهدف في البرنامج الثنائي - 4
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القيود ، تتحول الي معاملات معاملات كل متغيرة في قيود البرنامج الاولي حسب ترتيب  - 5
 .متغيرات قيود البرنامج الثنائي حسب نفس الترتيب

 .معاملات دالة الهدف في البرنامج الولي ، تتحول الى ثوابت قيود البرنامج الثنائي بنفس الترتيب - 6

  –مادامت صيغة البرنامج الاولي قانونية  -في كلا البرنامجين تكون المتغيرات غير سالبة  - 7

 

  :ذا كان البرنامج الاولى في شكل الاصيغة القانونية التاليةومنه ا

  

Max z = c1x1 +c2x2 +c3x3 

  a11x1  + a12x2  + a13x3  ≤ b1 

  a21x1  + a22x2  + a23x3  ≤ b2 

  x1≥ 0 , x2≥ 0 , x3≥ 0  

  

 :فان برنامجه الثنائي هو

Min z = b1 y1+ b2 y2 

  a11 y1  + a21 y2  ≥c1 

  a12 y1  + a22 y2  ≥ c2 

  a13 y1  + a23 y2  ≥ c3 

y1≥ 0 , y2≥ 0 

لاحظ ان عدد المتغيرات في البرنامج الثنائي هو بعدد القيود في البرنامج الاولي ، ويلا حظ ايضا ان كلا 

  البرنامجين متناظرين، ويظهر ذلك في الجدول التالي
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    Xn .  .  .  X3  X2  X1    

b1  ≤  a1n  .  .  .  a13  a12  a11  Y1  

b2  ≤  a2n  .  .  .  a23  a22  a21  Y2  

b3  ≤  a3n  .  .  .  a33  a32  a31  Y3  

.  .  .  .  .  .  .  .  .  .  

.  .  .  .  .  .  .  .  .  .  

.  .  .  .  .  .  .  .  .  .  

bm  ≤  amn  .  .  .  am3  am2  am1  Yn  

    ≥  .  .  .  ≥  ≥  ≥    

Max / Min    Cn  .  .  .  C3  C2  C1    

 

 

 :في جدول الحل الامثل للبرنامجين نجد - 8

ü ابلة لمتغيرات الفجوة والتي تظهر في السطر الاخير تساوي قيم المتغيرات الرئيسية على القيم المق
 .وجه الترتيب للبرنامج الثنائي وبالقيمة المطلقة

ü  وقيم متغيرات الفجوة في البرنامج الثنائي التي تظهر في السطر الخير تساوي على وجه الترتيب
 .قيم المتغيرات الرئيسية في البرنامج الاولي
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 :كما نجد - 9

ü  قيم المتغيرات الحقيقية في البرنامج الاولي والتي تظهر في عمود الثوابت، تساوي القيم المقابلة
 .لمتغيرات الفجوة للبرنامج الثنائي والتي تظهر في السطر الاخير من جدول الحل الامثل

ü القيم المقابلة  وقيم المتغيرات الحقيقة للبرنامج الثنائي والتي تظهر في عمود الثوابت، تساوي
لمتغيرات الفجوة للبرنامج الاولي والتي تظهر في السطر الاخير من جدول الحل الامثل بالقيمة 

 .المطلقة

قيمة دالة الهدف في الحل الامثل للبرنامجين الاولي والثانوي تكون متساوية، وفي كلا   -10
 .الحالتين نأخذها بالقيمة المطلقة

  

 

 :مثال

  :التالي وليالبرنامج الاليكن لديك 

MAXZ  =X1+3X2 

X1 ≤   5 

X1+ 2X2≤ 10 

X2 ≤   4 

X1 ≥0 . X2 ≥0  

  :بعد حل هذا المثال نجد جول الحل الامثل بالشكل التالي

b  Xe
5 Xe

5 Xe
3 X2 X1   

3  2  -1  1  0  0  Xe
3  

2  -2  1  0  0  1  X1 

4  1  0  0  1  0  X2  
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-14  -1  -1  0  0  0  Z  

     

  :من الجدول تتضح الحلول

X1    = 2          X2    = 4        Z    = 14 

  :بالشكل التالي البرنامج المرافقيكون  

MINZ  =5Y1+10 Y2+ 4Y3 

Y1+ Y2 ≥   1 

2Y2+ Y3 ≥   3 

    Y1 ≥0 , Y2 ≥0,  Y3 ≥0  

  

  :وتكون كالتالي الحل الأمثل للبرنامج الأوليمن جدول  نستطيع استنتاجهاحلول البرامج الثنائي 

Y1   =  0    Y2 =  [ -1 ]=1       Y3 =  [ -1 ]=1       Z   =  14 

 :ولاثبات صحة الحلول ، نحد البرنامج الثنائي بطريقة السمبكلس كالتالي

  :الجدول الاول هو

 Y1 Y2 Y3 Ye
4 Ya

5 Ye
6 Ya

7 b 

Ya
5 1 2 0 -1 +1 0 0 1 

Ya
7 0 2 1 0 0 -1 +1 3 

Z 5-m 10-

3m 

4-m +m 0 +m 0 -4m 
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 :مثل هووجدول الحل الا

 Y1 Y2 Y3 Ye
4 Ya

5 Ye
6 Ya

7 b 

Y2 1 1 0 -1 / 0 / 1 

Y3 -2  0 1 2 / -1 / 1 

Z 3 0 0 2 / 4 / 14 

  

  والحلول هي نفسها المستنتجة سابقا وهي

Y1   =  0    Y2 =1       Y3 = 1       Z   =  14 
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امسالفصل   : ا

النـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــمس   قلـــــــــــــــــــــــــــــــــائل

اليف - الت  -تقليل
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 باعتبارها الخطية، البرمجة قسم العمليات بحوث في المدرجة الهامة المواضيع إحدى من النقل مسائل

 .الخطية القيود من مجموعة وجود في الأمثلية إلى الوصول إلى أيضا دف م

 من معنوي أو طبيعي شخص بضائع لنقل تكلفة أقل عن بالبحث تم الخصوص وجه ىوعل 

 من عائد أو ربح أعلى عن البحث أو محددة، كميات حدود في و أخرى مناطق الى المناطق من مجموعة

 المؤسسات في الجزئي، الاقتصاد مستوى على الاستخدام فإما شائعة ذا ل هذه، النقل عملية جراء

  .النقل تكاليف تدنية حالة الى الفصل ذا ه في نتطرق سوف و وغيرها، التجارية و الإنتاجية

  :المسألة عرض: اولا

 :التالي للافتراض مشابه بشكل الشائعة الحالة وهي التدنية حالة في النقل مسائل تعرض

 يحتت وحدة كل مختلفة، أماكن في متواجدة إنتاجية وحدات ثلاث لها اقتصادية مؤسسة أن نفترض

  :التالية العرض إمكانيات

 a1 الكمية تعرض 1 الوحدة -

  a2 الكمية تعرض 2 الوحدة -

 a3  الكمية تعرض 3 الوحدة -

ة أنا يفترض و تنتجها التي السلعة من هذا و  .متشا

ا خلال من المؤسسة هذه كلفت  أن بحيث السلعة، تلك من مختلفة مناطق 4 بتموين ةالثلاث وحدا

  :التالي الشكل على هي ةمنطق لكل الطلب كميات

 b1 هي تطلبها التي الكميات 1 المنطقة
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 b 2 هي تطلبها التي الكميات 2 المنطقة

 

 

   b3 هي تطلبها التي الكميات 3 المنطقة

   b4 هي تطلبها التي الكميات 4 المنطقة

 محاسبيا ددةمح j نهاتموي الى المنطقة المرد i الإنتاج وحدة من المنتوج من الواحدة الوحدة نقل تكلفة

   :تاليال الدول في معروضة وهي ، Cij هي و

    1المنطقة   2المنطقة    3  المنطقة    4المنطقة

C14  C13  C12  C11 1 الوحدة    
C24  C23  C22  C21   2الوحدة  
C34  C33  C32  C31   3الوحدة  

  

 أن لىع الثلاث، الوحدات خلال احتياجات بكل الأربعة المناطق تموين هو المطلوب يكون

 بمعنى و. المؤسسة وحيان من وحدة لكل العرض طاقات حدود في و ممكنة تكان أقل المؤسسة تتحمل

 تمون أن وحدة كل على يجب التي الكميات ماهي: التالي السؤال على الإجابة هو الهدف يكون آخر

 المتاحة وىالقص الطاقة حدود في و كاملة، إحتياجاتا على منطقة كل حصول ضمان مع منطقة كل ا

  تكلفة ممكنة؟ أقل الوحدات هذه اليها تنتمي التي المؤسسة تتحمل أن بشرط وهذا إنتاجية وحدة لكل

 المحتمل الكميات فإن xijزن هي j المنطقة i الوحدة ا تمون أن يمكن التي الكميات كانت فإذا

 :التالي الجدول حسب هي منطقة كل إلى وحدة كل من توجيهها
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 المنطقة   4المنطقة
3   

 المنطقة
2  

المنطقة 
1    

  

x14  x13  x12  x11 1 الوحدة      
x24  x23  x22  x21   2الوحدة  
x34  x33  x32  x31   3الوحدة  

 ملفه كل الى وحدة كل من التكاليف مقي أن هو الفرق أن غير التكاليف، لحدوث مشابه جدول وهو

: ثانيا. المسألة إشكالية عنها نبحث مجهولة تمتغيرا عن عبارة الكميات الجدول هذا في أن غير ومة،معل

  النقل مسائل دولج لشكيت

 شامل جدول في تلخيصه يمكن السابق الافتراضي المثال حسب المقل لمسألة الإنشائي العرض إن 

  :التالي المحو على يكون و النقل مسألة جدول هو

4المنطقة  العرض 3المنطقة   2المنطقة   1المنطقة    
 إلى

 من

a 1 

 C14  C13  C12  C11 
1الوحدة   

X14  X13  X12  X11  

a 2 

 C24  C23  C23  C21 
2الوحدة   

X24  X23  X22  X21  

a 3 

 C34  C33  C32  C31 
3الوحدة   

X34  X33  X32  X31  

 

biå  
B4 b3 b2 b1 الطلب 
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 كل من الواحدة الوحدة نقل تكاليف فيه تظهر بحيث المسألة، كامل يلخص الجدول هذا إن

 البحث المراد xij القيم وهي المسألة متغيرات تظهر و خانة، كل أعلى في منطقة كل إلى إنتاجية وحدة

 . منطقة لكل الطلب كميات كذا و وحدة كل تعرضها التي القصوى الكميات تظهر كما عنها،

 القيمة وعليه فإن بالمصب، تموينها لمرادا المناطق تسمى كما ،بالمنبع الإنتاجية الوحدات تسمى

cij ا عنها نقول  و سالبة غير قيمة وهي J المصب الى i المنبع من المنقولة الواحدة الوحدة تكلفة بأ

xij المنبع  من نقلها المراد الكميات هيi المصب الى j سالبة غير قيمة أيضا وهي. 

 :النقل سالةمل الرياضية الصيغة: ثالثا

  :يمكن صياغة نموذج برمجة خطية لمسألة النقل بالصيغة الآتية الاخيرل من الجدو 

m n

i=1 j=1

n

j=1

m

i=1

ij

 Z=

       S.T

        i=1, -----, m 

        j=1, -----, n 

     X 0

ij ij

ij i

ij j

Min C X

X a

X b

£

£

³

å å

å

å
 

 

 

 

 )قيود العرض(

 )قيود الطلب(

 

  

  : حيث أن

n :عدد مواقع الطلب  

m :عدد مصادر العرض  

 قيود العرض توجب بان الكميـة المنقولـة مـن أي مـن مصـادر العـرض يجـب أن لا تتجـاوز الموجـود في

ذلــك المصــدر مــن المنــتج أمــا قيــود الطلــب فتوجــب بــأن مجمــوع الكميــة المنقولــة إلى أي مــن مواقــع الطلــب 
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يجب أن تحقق على الأقل الطلب لذلك الموقع من المنتج ومجموع قيود نمـوذج البرمجـة الخطيـة يسـاوي عـدد 

قل هي أن مجموع الطلب وبما أن ألفرضية الأساسية لحل نموذج الن (n+m)المصادر زائد عدد المواقع أي 

iيساوي مجموع العرض أي  ja b=å å  فهذا يعني أن كل الكميات أو الوحدات الموجودة في مصادر

العرض سوف تنقل لتحقق الطلب على المنتوج وعلى هـذا الأسـاس فـإن نمـوذج البرمجـة الخطيـة يتحـول إلى 

  :الصيغة الآتية

m n

i= 1 j= 1

n

j= 1

m

i= 1

ij

 Z=

       S .T

        i= 1 , -----, m 

        j= 1 , -----, n 

     X 0

ij ij

ij i

ij j

M in C X

X a

X b

=

=

³

å å

å

å
  

  :النقل سالةطرق حل م: بعارا

  :بمرحلتين  النقل مسائل حل عملية تمر

 الغربية، الشمالية الزاوية طريقة هي مرحلة ايجاد الحل الاساسي الاول وتتم بعدة طرق منها، :الاولى

  . التكلفة الدنيا طريقة فوقل طريقة

 التخطي  طريقة،الاولى تعرف ب بأحد الطريقتينتتم  و تحسينه، وسيرورة الحل اختبار مرحلة وهي :الثانية

( Stepping- stone) التوزيع المعدل بطريقة تعرف الثانية و.(MODI)  

 إلى الجدول في خانة أول الغربية الشمالية يقصد بالزاوية :الغربية الشمالية الزاوية طريقة )1

 ذلك تمي و الأول، الأساسي الحل إيجاد منها ينطلق التي الخلية هي و اليسار، الى و الأعلى

 :التالي المثال منهجية بإتباع



 

86 
 

فكرة هذه الطريقة هي البحث عن الخلايا غير الداخلة في الحل والتي من : طريقة التخطي )2

ا ان تدني التكلفة الكلية في حالة ادخالها الى الحل الاساسي ، لذلك ينبغي اختبار الخلايا  شأ

) تكلفة الوحدة الواحدة(  لفة الحديةغير الداخلة في الحل، ويتم ذلك بما يصطلح عليه بالتك

  .وسنوضح ذلك في المثال التالي

  :مثـال

 500طـن وســعة المخـزن الثــاني 750شـركة لإنتـاج البتروكيميــاوات تمتلـك مخـزنين ســعة المخـزن الأول 

ـا إلى ثــلاث مراكــز اســتهلاكية بواقـع طلــب  طــن علــى ) 500،500،250(طـن، تســوق الشــركة منتجا

ألـــف ) 10،12،8(ل الطــن الواحــد مـــن المخــزن الأول إلى المركــز الاســتهلاكي هــي التــوالي، تكــاليف نقــ

) 8،7،10(دينار على التوالي وتكاليف نقل الطن الواحـد مـن المخـزن الثـاني إلى المراكـز الاسـتهلاكية هـي

  .ألف دينار على التوالي، المطلوب تكوين جدول نقل للمسألة

  : المطلوب

 ،لتدنية تكاليف النقل طريقة الركن الشمالي الغربيلة باستخدام لهذه المسأ الحل الأولإيجاد  

  ؟ بطريقة التخطي الحل الامثلثم اوجد  

   :الحـل

   :ايجاد الحل الاولي )1

  :بحيث 11Xجدول النقل يكون وفق الصيغة الآتية بعد أن يتم التخصيص للمتغير 

  

  

( )11 500,750 500X Min= = 
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 1 2 3 العرض
 إلى

 من

750 
 8  12  10 

A 
    500  

500 
 10  7  8 

B 
      

1250 
1250 

 الطلب 500 500 250

  

نلاحظ أن الموقع الأول قد استوفي كمية الطلب لذلك يتم إلغاء العمود الأول من  من الجدول

  :يثبح 12Xوالتخصيص الأحق يكون للمتغير"جدول النقل مرحليا 

( )12 250,500 250X Min= =  

  

  

 2 3 العرض
 إلى

 من

750 
 8  12 

A 
  250  

500 
 10  7 

B 
    

450 
750 

 الطلب 500 250

  

قد نفذ أما ما معروض في المصدر الثاني ) A(من الجدول نلاحظ أن المعروض في المصدر الأول 

)B (ولذلك فإن الحل الأول لمسألة النقل يكون  فيوزع بصورة متساوية بين الموقعين الثاني والثالث ،

  :كالأتي
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 1 2 3 العرض
 إلى

 من

750 
 8  12  10 

A 
  250  500  

500 
 10  7  8 

B 
250  250    

1250 
1250 

 الطلب 500 500 250

  

  :قيمة دالة الهدف هي

500(10) 250(12) 250(7) 250(10) 12250Z = + + + =  

ألف دينار في 12250المركز الاستهلاكية هي  أي تكاليف نقل البتروكيمياويات من المخازن إلى

طن من المخزن الأول إلى 250طن من المخزن الأول إلى المركز الاستهلاكي الأول  500حال نقل 

طن من المخزن الثاني إلى المركز  250طن من المخزن الثاني إلى المركز الثاني و  250المركز الثاني و

  .الثالث
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 :سيرورة الحل الامثل  )2

ن الحل المتوصل إليه هو حل أساسي، لكننا لا نعلم اذا كان حلا امثلا ام هو حل غير امثل، إ

لمعرفة ذلك فان هماك طريقتين مستعملتين كما اشير الى ذلك سابقا ، الأولى هي طريقة التخطي أما 

  .الثانية فهي طريقة التوزيع المعدل وسنتطرق إلى الطريقة الأولى

  :ثل هي كالآتيخطوات إيجاد الحل الأم

ويتحـرك أفقيــا أو عموديـا وينتهــي ) متغــير غـير أساســي(تكـوين مسـار مغلــق يبـدأ بالخليــة ألفارغـة  - 1
  .بنفس الخلية على أن تكون زوايا المسار تمثل متغيرات أساسية أي خلايا غير فارغة

 لكـــل زاويـــة مـــن زوايـــا المســـار والـــتي تمثـــل خليـــة مـــن خلايـــا) -(والإشـــارة (+) نخصـــص الإشـــارة  - 2
  .للخلية اللاحقة وهكذا بالتناوب) -(للخلية ألفارغة ومن ثم الإشارة (+) مبتدئين بإشارة 

تحديــد الزيــادة أو النقصــان في مجمــوع تكــاليف النقــل النــاتج مــن التخصــيص للخليــة ألفارغــة مــن  - 3
المســار المغلــق بحيــث تكــون إشـارة تكــاليف الخليــة هــي نفــس ) خلايـا(خـلال جمــع تكــاليف زوايــا 

  ).2(المخصصة لها في الخطوة  الإشارة
موجبـة فهـذا يعـني أن التخصـيص للخليـة ) 3(إذا كانت القيمة التي تم الحصول عليها في الخطوة  - 4

والذي يمثل معامل التكاليف النسبية للمتغـير غـير (ألفارغة سوف يزيد من مجموع تكاليف النقل 
  .النقل أما إذا كانت سالبة فهذا أن التخصيص يقلل من مجموع) الأساسي

في الجدول ويـتم اختيـار ) متغيرات غير أساسية(تطبق الخطوات السابقة على كل الخلايا ألفارغة  - 5
لكـي يـتم التخصـيص لهـا أمـا في حـال كـون كـل القـيم غـير ) 3(القيمة الأكثر سـالبية الناتجـة مـن 

  .سالبة فهذا يعني أن الحل الأولي هو حل امثل
لفارغة يمثل عدد الوحدات الأقل المخصص للخلايا الـتي عدد الوحدات التي تخصص إلى الخلية أ - 6

  ).-(تحمل إشارة 
يعـاد تكـرار الخطـوات السـابقة بعـد كـل تخصـيص إلى احـد المتغـيرات غـير الأساسـية إلى أن تكـون   - 7

  .غير سالبة) 3(كل القيم التي يتم الحصول عليها من الخطوة 
هذا العـدد مـن قـيم خلايـا المسـار يجب أن يرافقه طرح ) 6(عدد الوحدات المخصص في الخطوة  - 8

  .ذات الإشارة السالبة وجمعه مع المسار ذات الإشارة الموجبة
  :والان سنقول بايجاد الحل الامثل للمثال السابق بطريقة التخطي
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 1 2 3 العرض
 إلى

 من

750 

 8  12  10 

A 
+  

-250 
+ 

 
-

500 
 

500 
 10  7  8 

B 
250 -   +250 -     

1250 

1250 
 الطلب 500 500 250

  

21من الجدول  تتضح المسارات المغلقة للمتغـيرين غـير الأساسـين  13,X X  حسـاب التغـير في مجمـوع

 :يكون كالآتي) 3(تكاليف النقل والمتمثل بالخطوة 

Q13= 8-12+7-10=-7 

Q21= 8-7+12-10=3 

ن زيـادة وحـدة واحـدة في هـذا المتغـير تـؤدي أن نقصـان في لأ 13Xالتخصيص سوف يكون للمتغـير 

  :بحيث) 7(مجموع تكاليف النقل مقداره 

 

 

 

 

 

( )13 250,250 250X Min= =  
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 1 2 3 العرض
 إلى

 من

750 
 8  12  10 

A 
250    500  

500 
 10  7  8 

B 
  500    

1250 

1250 
 الطلب 500 500 250

الخلايـا غـير (و عبارة عن حل منحل لأن عدد المتغيرات الأساسـية من الجدول  يتضح أن الحل ه

ولتطبيـــق طريقـــة المســـار المتعـــرج لمعرفـــة هـــل أن الجـــدول هـــو أمثـــل أم لا  m+n-1=4أقـــل مـــن ) ألفارغـــة

لكـــي نــتمكن مــن تكـــوين مســار مغلــق لـــذلك ) 4(فيجــب أن يكــون عــدد المتغـــيرات الأساســية يســاوي 

)تخصص قيمة تدعى الايبسلون )e لأحد المتغيرات غير الأساسـية ذو التكـاليف الأقـل علـى أن لا يشـكل

)مســار مغلــق مــع المتغــيرات الأساســية بحيــث )e هــي قيمــة صــغيرة جــدا بحيــث إن حاصــل طرحهــا مــن أي

  :التالي العدد نفسه وكما هو موضح بالجدولعدد أو جمعها مع أي عدد يمثل 

عرضال  3 2 1 
 إلى

 من

750 
 8  12  10 

A 
+  

-250 
+ 

 
-
500 

 

500 
 10  7  8 

B 
250 -   

+250 

- 
 

+ 
- e  

1250 
1250 

 الطلب 500 500 250
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Q12= 12-10+8-7=3 

Q23= 10-8+10-8 =4 

 

ثـل الحـل الأمثـل بمجمـوع يم الاخـير  بما أن معاملات التكاليف النسبية غير سالبة لذلك فإن الجدول

  :تكاليف نقل

( ) ( ) ( ) ( )500 10 250 8 500 7 8
    =5000+2000+3500+0=10500
Z e= + + +

  

  :02مثال 

ا.  للوطن الشمالية المناطق بتموين بالجزائر المعدنية للمياه المؤسسة الوطنية تقوم  المياه من منتوجا

ا طريق عن المعدنية   :وهي شهرة الأكثر الثلاث وحدا

 قارورة 103. 55 هي قصوى بطاقة " موزاية" ماةالمس المياه تنتج قارورات موزاية ، وحدة -
  .شهريا

 قارورة3 10. 45 هي قصوى بطاقة سعيدة " المسماة المياة قارورات تنتج سعيدة، وحده -
 . شهريا

 . شهريا قارورة3 10.  20 هي قصوی بطاقة باتنة" المسماة المياة قارورات تنتج باتنة، وحده -

 : وهي الثلاث ةالشمالي النواحي اتجاه في التسويق يتم

  .شهريا قارورة3 10. 50ـ ب طلبها كميات تقدر مقرها وهران، الغربية الناحية -

  .شهريا قارورة3 10. 30 ب طلبها كميات تقدر قسنطينة، مقرها الشرقية الناحية -

 . شهريا قارورة 103. 40 بـ طلبها كميات تقدر البليدة، مقرها الوسطى الناحية -

 كل إلى إنتاج وحدة ل ك من المنقولة الواحدة القارورة تكلفة أن بينت التحليلية المحاسبة دراسات

  :يلي كما بالدينار هي النواحي من ناحية مقر

  مصب  الوسط  الشرق  الغرب
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  منبع

  موزاية   1  4  5

  سعيدة   5  7  3

  باتنة   10  8  9

  

  .اوجد الحل الاساسي والحل الامثل للمسألة :المطلوب

  الزاوية الشمالية الغربية بطريقة  :ايجاد الحل الاولي )1

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 باقي باقي
 العرض

 إلى  الوسط  الشرق  الغرب

 من

0 15 
55 

 5  4  1 
 موزاية

  15  40  

0 30 
45 

 3  7  5 
 سعيدة

30  15    

 0 
20 

 9  8  10 
 باتنة

20      

  120 

 
 الطلب 40 30 50

  باقي  0 15 20

  باقي  0 0
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  طريقة التخطي :سيرورة الحل الامثل )2

 العرض
 إلى  الوسط  الشرق  الغرب

 من

55 

 5  4  1 
 موزاية

  15  40  

45 
 3  7  5 

 سعيدة
30  15    

20 
 9  8  10 

 باتنة
20      

120 

 
 الطلب 40 30 50

  

Q13 = 5 x (1) +3 x (-1) +7 x (1) +4 x (-1) = 5 
  

 العرض
 إلى  سطالو   الشرق  الغرب

 من

55 
 5  4  1 

 موزاية
  15  40  

 سعيدة 5  7  3  45
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30  15    

20 
 9  8  10 

 باتنة
20      

120 

 
 الطلب 40 30 50

Q21 = 5 x (1) +1 x (-1) +4 x (1) +7 x (-1) = 1 

 العرض
 إلى  الوسط  الشرق  الغرب

 من

55 
 5  4  1 

 موزاية
  15  40  

45 
 3  7  5 

 سعيدة
30  15    

20 

 9  8  10 
 باتنة

20      

120 

 
 الطلب 40 30 50

Q31 = 10 x (1) +1 x (-1) +4 x (1) +7 x (-1)) +3 x (1) +9 x (-1) = 1 
  

 العرض
 إلى  الوسط  الشرق  الغرب

 من

55 
 5  4  1 

 موزاية
  15  40  

45 

 3  7  5 
 سعيدة

30  15    

 باتنة 10  8  9  20
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20      

120 

 
 الطلب 40 30 50

Q32 = 8 x (1) +7 x (-1) +3 x (1) +9 x (-1) = -5 
  

 15وحدات نقدية، ومنه فنقل  5يودي الى خفض التكاليف بمقدار  نقل وحدة واحدةوهذا يعني ان 

  .وحدة نقدية 75وحدة نقدية يودي الى خفض التكاليف بمقدار 

 

 العرض
 إلى  طالوس  الشرق  الغرب

 من

55 
 5  4  1 

 موزاية
  15  40  

45 

 3  7  5 
 سعيدة

30 +15  15 -15    

20 
 9  8  10 

 باتنة
20 -15   +15    

120 

 
 الطلب 40 30 50
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 العرض
 إلى  الوسط  الشرق  الغرب

 من

55 

 5  4  1 
 موزاية

  15  40  

45 
 3  7  5 

 سعيدة
45      

20 
 9  8  10 

 باتنة
5  15    

120 

 
 الطلب 40 30 50

 
لذلك فالتكلفة الاجمالية  Q32=-5بما اننا وجدنا التكلفة الحدية للخلية التي دخلت في الحل هي 

 75بما يساوي ) Q32 X15(التي تتحملها المؤسسة حسب المثال في المخطط الجديد  ستنخفض بمقدار 

  .الف وحدة نقدية

  لف وحدة نقديةا 400= 75-475يعني ذلك 

  :وبطريقة اخرى نجد

Z= 40 X ) +1 ( 15 X ) +4( 45 X ) +3( 15 X ) +8( 5 X ) =9( 400 
 

 

  .يقة السابقة باختبار الخلايا الفارغةر بعدها نقوم باختبار الحل الاخير ان كان امثليا ام لا؟ بنفس الط
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 العرض
 إلى  الوسط  الشرق  الغرب

 من

55 

 5  4  1 
 موزاية

  15  40  

45 
 3  7  5 

 سعيدة
45      

20 
 9  8  10 

 باتنة
5  15    

120 

 
 الطلب 40 30 50

Q 13 = 5 x (1) +9 x (-1) +8 x (1) +4 x (-1) = 0 
 

 

 العرض
 إلى  الوسط  الشرق  الغرب

 من

55 
 5  4  1 

 موزاية
  15  40  

45 

 3  7  5 
 سعيدة

45      

20 
 9  8  10 

 باتنة
5  15    

120 

 
 الطلب 40 30 50

Q21 = 5 x (1) +1 x (-1) +4 x (1) +8 x (-1 ) +9x (1) +3 x (-1) = 6 
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 العرض
 إلى  الوسط  الشرق  الغرب

 من

55 
 5  4  1 

 موزاية
  15  40  

45 
 3  7  5 

 سعيدة
45      

20 

 9  8  10 
 باتنة

5  15    

120 

 
 الطلب 40 30 50

Q22 = 7 x (1) +3 x (-1) +9 x (1) +8 x (-1) = 5 
  

  

 العرض
 إلى  الوسط  الشرق  الغرب

 من

55 
 5  4  1 

 موزاية
  15  40  

45 
 3  7  5 

 سعيدة
45      

20 

 9  8  10 
 باتنة

5  15    

120 

 
 الطلب 40 30 50

Q31 = 10 x (1) +1 x (-1) +4 x (1) +8 x (-1) = 5 
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داول السابقة نجد ان كل التكاليف الحدية للخلايا الفارغة غير سالبة وعليه فان الحل من خلال الح

الف وحدة نقدية ، وتكون خطة النقل على النحو  400الاخير هو الحل الامثل بتكلفة اجمالية قدها 

  :التالي

  

  .رالف دينا 40الف وحدة وبتكلفة قدرها  40وحدة موزاية             منطقة الوسط ب 

  .الف دينار 60الف وحدة وبتكلفة قدرها  15منطقة الوسط ب 

  

  .الف دينار 135الف وحدة وبتكلفة قدرها  45وحدة سعيدة             منطقة الغرب ب 

  

  .الف دينار 120الف وحدة وبتكلفة قدرها  15ب  الشرقوحدة باتنة             منطقة 

  .الف دينار 45 الف وحدة وبتكلفة قدرها 5ب  الغربمنطقة 

  

  

  :)MODI(طريقة التوزيع المعدل  -ب 

اية فكرة طريقة التخطي، غير أن الاختلاف في المنهجية، إذ أن هذه   اية فكرة مـ الطريقة هي نفسها 
حيث أن ، و يعبر عن الصفوف Uiالأعمدة و  و يعبر عن Vjمجهولين هما  الطريقة تفترض وجود

الداخلة في الحل يجب أن يساوي تكلفة نقل الوحدة الواحدة عبر تلك حاصل جمعهما بالنسبة للخلايا 
  :فيجب أن يكون  Cij هيj الى المصب iالخلايا، أي إذا كانت تكلفة نقل الوحدة الواحدة من المنبع 

  

Ui+Vj=Cij 

 

يرمز للعمود الذي توجد فيه الخلية و هذا j  يرمز للصف الذي توجد فيه الخلية و  iحيث 
اهيل . الحل  Uل الخلايا الداخلة في بالنسبة لك و هذه هي الخطوة الأولى،  Vjو Uiثم يتم إيجاد ا

الداخلة في الحل الأساسي، و ذلك عن  غير تليها الخطوة الثانية و هي إيجاد التكاليف الحدية للخلايا
 : طريق المعادلة 
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Qij=Cij-Ui-Vj  

التي نحصل عليها مساوية تماما لتلك التي  oi و هنا يبدأ التشابه مع الطريقة الأولى إذ أن القيم
ا أن تدخل الحل والتي تحسن  نحصل عليها بطريقة التخطي و تكون الخلايا ذات الإمتياز و التي من شأ

من التكلفة هي التي تأخذ تكلفتها الحدية أقل قيمة في الإتجاه السالب و حينها يتم تحديد المسار و 
  :التالي  الطريقة الأولى، و سنحاول أن نشرح ذلك من خلال المثالإجراء التغييرات تماما كما في

و ذلك بإعتماد طريقة  السابقالتمرين  أوجد الحل الأمثل لمسألة التوزيع المعدلبإتباع أسلوب   مثال 
  .الزاوية الشمالية الغربية

و الذي  ،اسي الأولإن طريقة الزاوية الشمالية الغربية المطبقة على المثال أعطتنا جدول الحل الأس
  :يلييصبح كما 

  

  

  
V3  

 

V2  

 
V1  
  

3 مصب العرض 2 مصب  1 مصب   
 إلى

 من

55 
 5  4  1 

1 منبع  
U1 

  15  40  

45 
 3  7  5 

2 منبع  
U2 

30  15    

20 

 9  8  10 
3 منبع  

U3 

20      

120 

 
 الطلب 40 30 50
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اهيل من ،  Cij  =  Ui-Vj لدينا  :بالنسبة للخلايا الداخلة في الحل خلالها نوجد ا
Ui  وVj فرض أن الأول معادلة قيمتها صفر وهذا لتسهيل الحل من خلال المعادلات التالية، مع: 

  

U1+V1=1⇒      V1=1                                              -  1،1(الخلية(  

U1+V2=4⇒      V2=4                                              -  1،2(الخلية(  

U2+V2=7⇒ U2+4=7⇒ U2=3                                  -  2،2(الخلية(  

U2+V3=3⇒ 3+V3= 3 ⇒ V3=0                                  -  2،3(الخلية(  

U3+V3=9⇒ U3+0=9⇒ U3=9                                  -  3،3(الخلية(  

  

الداخلة في الحل و هي الخطوة الثانية، يتعين تقييم هذه الخلايا من خلال بالنسبة للخلايا غير  -
-Gijci-Uإيجاد التكاليف الحدية لكن بطريقة مختلفة عن طريقة التخطي ، وذلك عن طريق المعادلة 

V دول التاليالج  ، و التي نحصل من خلالها على: 

  

  Qij=Cij-Ui-Vj  Qij  الخلية

3 V  ،1 U  5-0-0=5 5  

1 V ، 2 U  5-3-1=1  1  

1 V  ،3 U  10-9-1=0  0  

2 V  ،3 U  8-9-4=-5  -5  
 

يظهر في العمود الأخير أن التكاليف الحدية مساوية تماما لتلك المحصل عليها بطريقة التخطي و 
وحدات نقدية  5سوف تؤدي الى تحسين التكلفة بمقدار ) 2،3(يظهر أن الحل غير أمثل لأن الخلية 

و عليه يتم تحديد المسار وإجراء التحويلات . 2الى المصب  3أي من المنبع  لكل وحدة تنقل عبرها
ل للحل حسب طريقة و هو مشابه تماما للجدو  التاليبنفس الطريقة المشروحة ونحصل على الجدول 

 .التخطي
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3 مصب العرض 2 مصب  1 مصب   
 إلى

 من

55 

 5  4  1 
1 منبع  

  15  40  

45 
 3  7  5 

2 منبع  
45      

20 
 9  8  10 

3 منبع  
5  15    

120 

 
 الطلب 40 30 50

  
 من جديد نختبر الحل إذا كان أمثلا أم لا ، و هذا بنفس المنهجية السابقة، حيث

  :، و نحصل على النتائج U0نفرض أيضا أن 
U1+V1=1⇒      V1=1                                              

U1+V2=4⇒      V2=4                                             

U3+V2=8⇒ U3+4=8⇒ U3=4                                  

U3+V3=9⇒ 3+V3= 3 ⇒ V3=5 

U2+V3=3⇒ U3+5=3⇒ U2=-2                                  

ما يظهره في الحل و هو  و في الخطوة الموالية نشكل جدول التكاليف الحدية للخلايا غير الداخلة
  .الجدول أدناه

  Qij=Cij-Ui-Vj  Qij  الخلية

3 V  ،1 U  5-0-5=0 5  

1 V  ،2 U  5-(-2)-1=6  5  

2 V  ،2 U  7-(-2)-4=5  5  

1 V  ،3 U  10-4-1=5 5  
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هو جدول الحل الأمثل، ويتم شرحه  الاخيرغير سالبة، لذلك فإن الجدول  Qijبما أن كل قيم 

  .السابقةل الأمثل المحصل عليه بطريقة التخطي تماما كما تم ذلك عند شرح جدول الح

 

  :طريقة التكلفة الدنيا

، حيث أننا في هذه الحل الأساسي الأولتختلف هذه الطريقة عن الطريقة الأولى في إيجاد 
 التكلفة المساوية أو المواليةفي الجدول، ثم  أدنى تكلفةالطريقة نبدأ في تشبيع الخلايا إنطلاقا من 

م إستفاء كل العرض والطلب، بحيث نحصل على عدد متغيرات داخلة في الحل يساوي وهكذا حتى يت
1-mn ،  طريقتي التخطي أو التوزيع (ثم يتم بعد ذلك إختبار ما إذا كان الحل أمثلا أم لا

  .ويتم توضيح ذلك خلال المثال التالي.)المعدل

في إيجاد الحل  اكلفة الدنيــبإستعمال طريقة التالسابقة لمسألة لأوجد الحل الأمثل  :مثال 
  .الأساسي الأول و طريقة التخطي في سيرورة الحل

  

  :نقوم بإيجاد جدول الحل الأساسي الأول كما يلي 

العرض هو ) 1،1(في الخلية  1أقل تكلفة هي . نبدأ الحل بالبحث عن أقل تكلفة في الجدول - 
ألف و هي أقصى ما يمكن  40القيمة ألف وحدة نشبع هذه الخلية ب 40ألف وحدة و الطلب هو  55

ألف وحدة ويتبقى لهذا  40البالغة  1إحتياجات المصب يلبي كل  1، أي أن المنبع  1نقله الى المصب 
  .ألف وحدة 15عرض مقداره  المنبع

،  3و المصب  2و هي المقابلة للمنبع  3التكلفة الموالية في الترتيب التصاعدي في الجدول هي  -
ألف لذلك فأقصى قيمة  50بينما الطلب هو  ألف 45، حيث العرض هو ) 3،2(ية الخل لذلك يتم

ا هذه الخلية   5قيمة  3كل ما كان يعرضه و يتبقى للمصب   2ألف يسوق المنبع  45يمكن أن نشبع 
  .آلاف وحدة على تلبية كل إحتياجاته

، لذلك يتم 2و المصب  1و هي المقابلة للمنبع  4التكلفة الموالية في الترتيب التصاعدي هي  -
ألف وحدة،  30ألف وحدة بينما الطلـب هـو  15، حيث العرض المتبقي هو )2،1(تشبيع الخلية 

ا هذه الخلية هي  كل ما    1ألف وحدة و بذلك يسوق المنبع  15لذلك فأقصى قيمة يمكن أن نشبع 
 .ألف وحدة لم تلبى بعد 15قيمة  2كان يعرضه و يتبقى للمصب 
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اقيب باقي  
3 مصب العرض 2 مصب  1 مصب   

 إلى
 من

0 15 
55 

 5  4  1 
1 منبع  

  15  40  
 0 

45 
 3  7  5 

2 منبع  
45      

0 5 
20 

 9  8  10 
3 منبع  

5  15    
  120 

 
 الطلب 40 30 50

  باقي  0  15  5      

 باقي   0  0      

، غير أنه لا يوجد من )3،1(لخلية ا في 5التكلفة الموالية من حيث الترتيب التصاعدي هي  -
  .سوق كل ما كان يعرضه1 أين نشبعها لأن المنبع

ان صف وعمود هذه الخلية معا  غير )1،2(في الخلية  5خرى هي أيضا التكلفة الموالية الأ -
  .متشبعان

أنه لا يوجد من اين ) 2،2(في الخلية  7التكلفة الموالية من حيث الترتيب التصاعدي هي  -
  .سوق كل ما كان يعرضه 2ا لان المنبع نشبعه

، لذلك يتم  2والمصب  3و هي المقابلة للمنبع  8التكلفة الموالية في الترتيب التصاعدي هي  -
ألف وحدة، لذلك  15الف وحدة و الطلب المتبقى هو  20حيث العرض هــو ) 2،3(تشبيع الخلية 

ا هذه الخلية هي كا ألف و  آلاف  5قيمة  3حدة، وبذلك يتبقى للمنبع فأقصى قيمة يمكن أن نشبع 
ا 2وحدة غير مسوقة، بينما يحصل المصب    .على كل إحتياجا
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 آلاف وحدة 5هو ان العرض  ، حيث )3،3(و هي المقابلة للخلية  9 التكلفة الموالية هي -
  .لذلك يتم تشبيع سطر و عمود هذه الخلية في آن واحدألاف وحدة ،  5والطلب هو ايضا 

و نلاحظ أننا . م بذلك تصريف كل الكميات المعروضة و تلبية كل الإحتياجات المطلوبةو يت 
وفي نفس الوقت حافضنا على  m+n-1حصلنا على عدد من المتغيرات الداخلة الى الحل مساو الى 

  .توازن الجدول

  :و هو بطريقة التكلفة الدنياصل بذلك على جدول الحل الأساسي الأول نحو  

3 مصب العرض 2 مصب  1 مصب   
 إلى

 من

55 
 5  4  1 

1 منبع  
  15  40  

45 

 3  7  5 
2 منبع  

45      

20 
 9  8  10 

3 منبع  
5  15    

120 

 
 الطلب 40 30 50

  
طريقة  - سيرورة الحل تتم تماما كما جرت في حالة طريقة الزاوية الشمالية الغربية  :يرورة الحل الأمثلس

جميع التكاليف الحدية للخلايا إذا كانت  في حالة ماد التكاليف الحدية التخطي، حيث يتم إيجا
 الحالة المعاكسة، و في الحل الأمثلنكون قد توصلنا الى خطة  الشاغرة أكبر أو تساوي الصفر

ندخل الى الحل الخلايا التي تأخذ أقل قيمة في الإتجاه السالب ثم نجري التحويلات اللازمة كما تم شرح 
  .الشمالية الغربية ريقة الزاويةذلك في ط

ونلاحظ أن جدول الحل الأساسي الأول المتوصل إليه هو نفسه جدول الحل الأساسي الأمثل 
المتوصل اليه في طريقة الزاوية الشمالية الغربية ، حيث أن كـــــل التكاليف الحدية المحسوبة غير سالبة، 

  :وهي

Q13= 5-9+8-4= 0 
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Q21= 5-1+4-8+9-3= 6 

Q22= 7-3+9-8= 5 

Q31= 10-1+4-8= 5 

  

 .و يتم شرح الجدول أيضا بنفس الطريقة

نعطي  تساوي تكلفتينتجدر الإشارة إلى أنه أثناء البحث عن الحل الأساسي الأول، وفي حالة 
ا تؤدي الى  بأكبر كميةالأولوية للتي تكون مرفقة   . تكلفة إجمالية أقللكو

ا تقر  بنا أكثر الى الحل الأمثل على عكس طريقة الزاوية الشمالية ميزة طريقة التكلفة الدنيا أ
  .الغربية التي تخضع للحظ

  

  :03مثال 

دول، حيث ان  3موانئ رئيسية الى  3يقوم الديوان الوطني للتمور بتسويق دقلة نور انطلاقا من 

  :الكميات الممكن تصديرها حسب الموانئ هي

  .طن 80ه هي الكميات الممكن تصديرها عبر : ناء الجزائريم -
  .طن 40الكميات الممكن تصديرها عبره هي : ناء وهرانيم -
 .طن 60الكميات الممكن تصديرها عبره هي : ناء عنابةيم -

  :اما كميات الطلب لكل دولة فهي

  .طن 70حجم الطلب هو : الولايات المتحدة الامريكية -

  .طن 70حجم الطلب هو : كندا  -

 .طن 40حجم الطلب هو : استراليا -
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فة نقل القنطار الواحد من التمور بالدولار الامريكي من كل ميناء الى كل دولة مستوردة تكل
  :موضحة بالجدول التالي

    امريكية.م .و  كندا  استراليا
  ميناء الجزائر  5  6  7

  ميناء وهران  9  5  11
  ميناء عنابة  13  12  8

  

لمستوردة ، وهدفه هو تصدير اذا كان الديوان الوطني هو الذي يتولى نقل المنتوج الى الدول ا
  .منتوجاته باقل تكلفة ممكنة

  :المطلوب

  اكتب البرنامج الرياضي؟ -

 اوجد الحل الاساسي والحل الامثل للمسألة؟ -
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